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Kapitola 1
U´vod
Numericke´ simulace vazke´ho stlacˇitelne´ho proudeˇn´ı prˇedstavuj´ı sta´le velmi atrak-
tivn´ı te´ma vy´zkumu s aplikacemi zejme´na ve stroj´ırenstv´ı a v letecke´m a auto-
mobilove´m pr˚umyslu. K popisu proudeˇn´ı vazke´ stlacˇitelne´ tekutiny se obvykle
vyuzˇ´ıva´ model Navier-Stokesovy´ch rovnic doplneˇny´ stavovou rovnic´ı idea´ln´ıho
plynu. I prˇesto, zˇe v soucˇasne´ dobeˇ nen´ı zna´m matematicky´ d˚ukaz rˇesˇitelnosti
tohoto modelu, dobra´ shoda vy´pocˇt˚u s experimenta´ln´ımi meˇrˇen´ımi vede k jeho
pouzˇ´ıva´n´ı.
Jedna z mozˇnost´ı, jak z´ıskat matematicky´ d˚ukaz existence rˇesˇen´ı rovnic popi-
suj´ıc´ıch proudeˇne´ stlacˇitelne´ tekutiny, je jista´ zmeˇna modelu, konkre´tneˇ zobecneˇny´
tvar stavove´ rovnice.
C´ılem te´to pra´ce je takovy´to model popsany´ v [1], [2] nastudovat, navrhnout
a implementovat vhodnou numerickou metodu, prove´st numericke´ experimenty a
srovna´n´ı se standardneˇ uvazˇovany´m modelem.
1.1 Za´kony zachova´n´ı
Proudeˇn´ı vazke´ stlacˇitelne´ tekutiny popisuj´ı velicˇiny : tlak p, hustota ρ, rychlost
v = (v1, v2, v3)
T a absolutn´ı teplota θ. Za´kladn´ı fyzika´ln´ı za´kony a principy jsou
vyja´drˇeny pomoc´ı za´kon˚u zachova´n´ı.
Za´kon zachova´n´ı hmotnosti : hmotnost objemu tekutiny na kontroln´ım objemu
V (t), ktery´ je v libovolne´m cˇase t tvorˇen ty´mizˇ cˇa´sticemi, neza´vis´ı na cˇase.
d
dt
m(V (t); t) =
d
dt
∫
V (t)
ρ(x, t) dx = 0.
Odtud lze odvodit rovnici kontinuity ve tvaru
∂ρ
∂t
+ div(ρ v) = 0. (1.1)
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Za´kon zachova´n´ı hybnosti : Okamzˇita´ zmeˇna (cˇasova´ derivace) celkove´ hyb-
nosti H(V (t); t) objemu V (t) tekutiny tvorˇene´ v kazˇde´m cˇasove´m okamzˇiku ty´mizˇ
cˇa´sticemi je rovna s´ıle p˚usob´ıc´ı na V (t).
Pro hybnost
H(V (t); t) =
∫
V (t)
ρ(x, t) v(x, t) dx,
pak podle tohoto za´kona je
d
dt
H(V (t); t) = F(V (t); t).
Odtud ∫
V (t)
[
∂
∂t
(ρ vi) + div(ρ vi v)
]
dx = Fi(V (t); t), i = 1, 2, 3,
kde F(V (t); t) ∈ R3 je p˚usob´ıc´ı s´ıla, ktera´ se skla´da´ ze sil objemovy´ch a plosˇny´ch.
Objemova´ s´ıla FV (V (t); t) (obvykle vyvolana´ vlivem vneˇjˇs´ıch sil) je definova´na
svou hustotou f , plosˇna´ s´ıla Fs(V (t); t) (vyply´vaj´ıc´ı z vnitrˇn´ıch interakc´ı mezi
objemy) je vyja´drˇena vektorem napeˇt´ı T (x, t,n):
F(V (t); t) = FV (V (t); t)+Fs(V (t); t) =
∫
V (t)
(ρ f )(x, t) dx+
∫
∂V (t)
T (x, t,n(x)) dS.
Vektor napeˇt´ı {Ti(x, t,n)}
3
i=1 je da´n pomoc´ı tenzoru napeˇt´ı T = {τij}
3
i,j=1 :
Ti(x, t,n) =
3∑
j=1
nj τij(x, t), i = 1, 2, 3.
Ze za´kona zachova´n´ı momentu hybnosti z´ıska´me symetrii tenzoru T . Dalˇs´ı
jeho vlastnosti popisuj´ı Stokesovy postula´ty. Podle nich plat´ı vztah
T = (−p + λ div v) I + 2µD(v),
kde p je tlak, λ a µ jsou koeficienty vazkosti, v je rychlost, I jednotkova´ matice a
D(v) = {dij}
3
i,j=1 = {
1
2
( ∂vi
∂xj
+
∂vj
∂xi
)}3i,j=1 je tenzor rychlosti deformace.
Uvazˇujeme-li newtonovsky´ typ tekutiny, pak je tenzor napeˇt´ı da´n Newtonovy´m
za´konem :
T =
(
−p +
2
3
µ div v
)
I + 2µD(v), (1.2)
neboli λ = 2
3
µ.
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Ze za´kona zachova´n´ı hybnosti a momentu hybnosti z´ıska´me Navier-Stokesovy
rovnice :
∂(ρ v)
∂t
+ div (ρv ⊗ v) = ρ f −∇p +∇
(
2
3
µ div v
)
+ div (2µD(v)) ,
kde znacˇ´ıme
v ⊗ v =
 v1 v1, v1 v2, v1 v3v2 v1, v2 v2, v2 v3
v3 v1, v3 v2, v3 v3
 ,
a opera´tor divergence aplikujeme na tenzory
div T = (div T1, div T2, div T3)
T ,
kde Ti jsou sloupce tenzoru T .
Prˇedpokla´dejme, zˇe hustota vneˇjˇs´ıch objemovy´ch sil f = (0, 0, 0), tedy
∂(ρ v)
∂t
+ div(ρv ⊗ v) = −∇p +∇
(
2
3
µ div v
)
+ div (2µD(v)) . (1.3)
Za´kon zachova´n´ı energie : Okamzˇita´ zmeˇna celkove´ energie tekutiny o objemu
V (t) v cˇase t je rovna soucˇtu vy´konu objemovy´ch a povrchovy´ch sil a mnozˇstv´ı
tepla dodane´ho syste´mu.
Celkova´ energie E je dana´ vztahem
E = ρ
(
e + |v |
2
2
)
,
kde e je specificka´ vnitrˇn´ı energie, v je rychlost a |v |
2
2
hustota kineticke´ energie.
Da´le podle za´kona zachova´n´ı energie
d
dt
∫
V (t)
E(x, t)dx =
=
∫
V (t)
ρ(x, t) f (x, t) · v(x, t) dx +
∫
∂V (t)
T (x, t,n(x)) · v(x, t) dS+
+
∫
V (t)
ρ(x, t) q(x, t) dx−
∫
∂V (t)
q(x, t) · n(x) dS,
prˇicˇemzˇ q reprezentuje hustotu tepelny´ch zdroj˚u a q je tepelny´ tok, pro ktery´
plat´ı Fourier˚uv za´kon :
q = −k∇θ, (1.4)
kde k je koeficient tepelne´ vodivosti a θ absolutn´ı teplota.
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Za prˇedpokladu, zˇe hustota vneˇjˇs´ıch objemovy´ch sil je opeˇt f = (0, 0, 0) a
hustota tepelny´ch zdroj˚u q = 0, ma´ podle za´kona zachova´n´ı energie rovnice
energie tvar
∂E
∂t
+ div(E v) =
= −div(p v) + div
(
2
3
µ v div v
)
+ div (2µD(v) v)− div(q). (1.5)
Tyto trˇi vztahy (1.1), (1.3) a (1.5) tvorˇ´ı u´plny´ syste´m Navier-Stokesovy´ch
rovnic. Vyja´drˇ´ıme-li jej pomoc´ı konzervativn´ıch velicˇin, dostaneme cely´ syste´m
ve tvaru vektorove´ rovnice
∂ w
∂ t
+
3∑
s=1
∂ f s(w)
∂ xs
=
3∑
s=1
∂ Rs(w ,∇w)
∂ xs
,
kde
w = (w1, w2, w3, w4, w5)
T = (ρ, ρ v1, ρ v2, ρ v3, E)
T
je stavovy´ vektor,
f s(w) = (ρ vs, ρ v1 vs + δ1s p, ρ v2 vs + δ2s p, ρ v3 vs + δ3s p, (E + p) vs)
T , s = 1, 2, 3
jsou nevazke´ (Eulerovy) toky a
Rs(w) =
(
0, τs1, τs2, τs3, τs1v1 + τs2v2 + τs3v3 + k
∂θ
∂xs
)T
, s = 1, 2, 3
jsou toky vazke´, prˇicˇemzˇ
τsk = 2µ
1
2
(
∂vs
∂xk
+
∂vk
∂xs
)
+
2
3
µ δsk div v s, k = 1, 2, 3.
Tyto rovnice jsou doplneˇny o termodynamicke´ vztahy. Jde o vyja´drˇen´ı
za´vislosti stavovy´ch velicˇin - teploty θ, hustoty ρ, tlaku p a specificke´ vnitrˇn´ı
energie e :
p = p (ρ, θ),
e = e (ρ, θ).
Obvykle se uvazˇuj´ı stavove´ rovnice idea´ln´ıho plynu, neboli
p = R ρ θ,
e = cV θ,
kde R = cP − cV je specificke´ teplo, cV meˇrna´ tepelna´ kapacita prˇi sta´le´m objemu
a cP meˇrna´ tepelna´ kapacita prˇi sta´le´m tlaku.
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1.2 Existence rˇesˇen´ı
V ra´mci problematiky proudeˇn´ı tekutin je jizˇ dlouho zkouma´n proble´m existence a
jednoznacˇnosti rˇesˇen´ı pro r˚uzne´ syste´my rovnic. Nyn´ı strucˇneˇ shrneme dosavadn´ı
vy´sledky v te´to oblasti :
Na za´kladeˇ pra´ce J. Leraye (Sur le mouvement d´un liquide visqueux emplis-
sant l´espace, 1934) doka´zal H. Hopf existenci slabe´ho rˇesˇen´ı Navier-Stokesova
syste´mu pro nestlacˇitelne´ proudeˇn´ı na ohranicˇene´ oblasti Ω ⊂ R3 ( U¨ber die An-
fangswertaufgabe fu¨r die hydrodynamischen Grundgleichungen ,1951).
O.A. Ladyzhenskaya pozdeˇji uka´zala jednoznacˇnost a regularitu slabe´ho rˇesˇen´ı
ve dvoudimenziona´ln´ım prˇ´ıpadeˇ ( Solution ”in the large” of the nonstationary
boundary value problem for the Navier-Stokes system with two space variables,
1959 ; Solution in the large of the Cauchy problem for nonstationary plane flow
of a viscous incompressible fluid, 1959).
P.L.Lions pote´ doka´zal existenci rˇesˇen´ı pro barotropn´ı stlacˇitelne´ proudeˇn´ı.
Vaigant a Kazhikhov nav´ıc pro barotropn´ı prˇ´ıpad uka´zali i existenci rˇesˇen´ı
regula´rn´ıho, ovsˇem za zcela nefyzika´ln´ıch prˇedpoklad˚u - ve dvoudimenziona´ln´ım
prostoru a pro koeficienty vazkosti za´visej´ıc´ı na hustoteˇ (On the existence of global
solutions to two-dimensional Navier-Stokes equations of a compressible viscous
fluid, 1995).
V te´to pra´ci vycha´z´ıme z pra´ce E.Feiereisela Mathematical methods in the the-
ory of viscous fluids, ve ktere´ jsou uvazˇova´ny zobecneˇne´ tvary stavovy´ch rovnic.
Na jejich za´kladeˇ je pak doka´za´na existence rˇesˇen´ı cele´ho syste´mu Navier-Stokeso-
vy´ch rovnic.
V dalˇs´ıch kapitola´ch nejprve strucˇneˇ shrneme odvozen´ı teˇchto stavovy´ch rovnic
rea´lne´ho plynu, jejich d˚usledky pro apriorn´ı odhady a na´slednou veˇtu o existenci
rˇesˇen´ı (viz [1] ).
Pote´ navrhneme mozˇne´ varianty, jak tyto zobecneˇne´ vztahy definovat, a na za´-
kladeˇ rozd´ıl˚u obou model˚u provedme modifikaci sta´vaj´ıc´ıch numericky´ch metod.
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Kapitola 2
Zobecneˇne´ stavove´ rovnice
V te´to kapitole strucˇneˇ shrneme odvozen´ı zobecneˇny´ch stavovy´ch rovnic pro rea´lny´
plyn (viz Feireisl [1]).
Jak jizˇ bylo rˇecˇeno, stavove´ rovnice obecneˇ uda´vaj´ı vztah pro tlak a specifickou
vnitrˇn´ı energii v za´vislosti na stavovy´ch velicˇina´ch - hustoteˇ a termodynamicke´
teploteˇ.
Obeˇ se skla´daj´ı ze dvou slozˇek
p = pM(ρ, θ) + pR(ρ, θ),
e = eM(ρ, θ) + eR(ρ, θ),
kde pM a eM znacˇ´ı molekula´rn´ı tlak a energii, zat´ımco pR a eR znacˇ´ı radiacˇn´ı tlak
a energii (tj. tlak a energii za´rˇen´ı).
2.1 Molekula´rn´ı tlak a vnitrˇn´ı energie
Nejprve se budeme zaby´vat molekula´rn´ım tlakem pM a energi´ı eM .
Kaloricka´ rovnice
Vztah mezi molekula´rn´ı specifickou vnitrˇn´ı energi´ı a molekula´rn´ım tlakem
popisuje kaloricka´ rovnice :
pM(ρ, θ) =
R
cV
ρ eM(ρ, θ) = (γ − 1)ρ eM(ρ, θ), (2.1)
kde γ = cP /cV je Poissonova konstanta.
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Pro idea´ln´ı plyn plat´ı zna´me´ vztahy :
pM = pID = R ρ θ, (2.2)
eM = eID = cV θ. (2.3)
Uvazˇujme jednoatomovy´ plyn s Poissonovou konstantou γ = 1.66 = 5
3
.
Potom podle Gibbsovy rovnice pro entropii s
De + p D
(
1
ρ
)
= θ Ds
a prˇ´ıslusˇne´ kaloricke´ rovnice
pM =
2
3
ρ eM
lze uka´zat, zˇe tlak a energii mu˚zˇeme zapsat take´ ve tvaru
pM = θ
5/2 P
( ρ
θ3/2
)
,
eM =
1
γ − 1
pM
ρ
=
1
γ − 1
θ5/2
ρ
P
( ρ
θ3/2
)
.
V obou vztaz´ıch je P = P (y) pro y ∈ [0, +∞) vhodna´ funkce jedne´ promeˇnne´.
Jej´ı vlastnosti budeme da´le specifikovat tak, aby byly splneˇny vsˇechny fyzika´ln´ı a
termodynamicke´ podmı´nky.
Oznacˇ´ıme-li
Z =
ρ
θ3/2
,
potom mu˚zˇeme zobecneˇne´ vztahy pro molekula´rn´ı tlak a energii prˇepsat do tvaru
pM = θ
5/2 P (Z), (2.4)
eM =
1
γ − 1
θ5/2
ρ
P (Z). (2.5)
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Obdobneˇ pro molekula´rn´ı entropii plat´ı vztah
sM = S
( ρ
θ3/2
)
= S(Z),
kde S je opeˇt vhodna´ funkce promeˇnne´ Z(= ρ
θ3/2
), ktera´ nav´ıc splnˇuje
S ′(Z) = −3
2
5
3
P (Z)−P ′(Z) Z
Z2
.
Tato podmı´nka urcˇuje entropii sM jednoznacˇneˇ azˇ na konstantu, kterou lze urcˇit
ze trˇet´ıho termodynamicke´ho za´kona (viz Belgiorno [7]).
Prˇechod k idea´ln´ımu plynu
Poznamenejme, zˇe v prˇ´ıpadeˇ P (Z)/Z = R, to jest konstanta, dostaneme opeˇt
stavove´ rovnice idea´ln´ıho plynu (2.2) a (2.3):
pM = θ
5/2 P (Z) = ρ θ
P (Z)
Z
= R ρ θ = pID,
eM =
1
γ − 1
θ5/2
ρ
P (Z) =
1
γ − 1
θ
P (Z)
Z
= cV θ = eID.
2.1.1 Podmı´nky termodynamicke´ stability
Nyn´ı z fyzika´ln´ıho za´kona termodynamicke´ stability odvod´ıme nutne´ podmı´nky
na funkci P (Z).
Podle tohoto za´kona mus´ı by´t stlacˇitelnost a za´rovenˇ i specificke´ teplo na
konstantn´ım objemu ostrˇe kladne´. Tedy :
1. Stlacˇitelnost :
∂pM
∂ρ
> 0
V nasˇem prˇ´ıpadeˇ to pro (2.4) znamena´
∂pM
∂ρ
= ∂
∂ρ
(
θ5/2P (Z)
)
= θ5/2P ′(Z)∂Z
∂ρ
= θ5/2P ′(Z) 1
θ3/2
= θP ′(Z) > 0 ⇒
P ′(Z) > 0 pro ∀Z ≥ 0.
13
2. Specificke´ teplo na konstantn´ım objemu :
∂eM
∂θ
> 0
V nasˇem modelu podle (2.5)
∂eM
∂θ
= ∂
∂θ
((
1
γ−1
)
θ5/2
ρ
P (Z)
)
=
(
1
γ−1
) [
5
2
P (Z)
Z
− 3
2
P ′(Z)
]
=
=
(
1
γ−1
)
3
2
[
5
3
P (Z)−P ′(Z)Z
Z
]
> 0 ⇒
5
3
P (Z)−P ′(Z)Z
Z
> 0 pro ∀Z ≥ 0.
Dalˇs´ı vlastnost funkce P (Z) z´ıska´me jako prˇ´ımy´ d˚usledek prˇedchoz´ıch dvou
podmı´nek:
P ′(Z) > 0, pro ∀Z ≥ 0,
5
3
P (Z)− P ′(Z)Z
Z
> 0, pro ∀Z ≥ 0.
Uvazˇujme funkci
Z 7→
P (Z)
Z5/3
promeˇnne´ Z. Jej´ı derivace je[
P (Z)
Z5/3
]′
= −
5
3
P (Z)− P ′(Z)Z
Z8/3
.
Hned vid´ıme, zˇe za prˇedchoz´ıch prˇedpoklad˚u bude mı´t tato funkce za´pornou
derivaci pro ∀Z. Plat´ı tedy
Z 7→ P (Z)
Z5/3
je klesaj´ıc´ı funkce promeˇnne´ Z.
Nav´ıc pro limitu te´to funkce bude
lim
Z→∞
P (Z)
Z5/3
= p∞.
Hodnota p∞ charakterizuje vlastnosti plynu v degenerovane´m stavu, tj. pro
Z ≫ 1. Veˇtsˇina plyn˚u se pro Z ≫ 1 chova´ jako Fermiho plyn, cozˇ znamena´ (viz
[8]), zˇe
p∞ > 0. (2.6)
Tato podmı´nka vycha´z´ı z vlastnost´ı plynu, ktery´ je (za dany´ch okolnost´ı) smeˇs´ı
plyn˚u obsahuj´ıc´ı i jednoatomove´ plyny tvorˇene´ volny´mi elektrony, ktere´ se chovaj´ı
pra´veˇ jako Fermiho plyn (viz [9], Feireisl [1] kap. 3.2).
Z matematicke´ho pohledu podmı´nka (2.6) umozˇnˇuje apriorn´ı odhad hustoty ρ
(viz Feireisl [1] kap. 4.2).
14
2.1.2 Nutne´ prˇedpoklady na P (Z)
Z podmı´nek termodynamicke´ stability jsme tedy pra´veˇ odvodili na´sleduj´ıc´ı nutne´
prˇedpoklady na funkci P (Z):
lim
Z→∞
P (Z)
Z5/3
= p∞ > 0, (2.7)
P ′(Z) > 0 pro ∀Z ≥ 0, (2.8)
5
3
P (Z)− P ′(Z)Z
Z
> 0 pro ∀Z ≥ 0. (2.9)
2.2 Radiacˇn´ı cˇleny ve stavove´ rovnici
Z kvantove´ho pohledu je celkova´ energie navy´sˇena o radiacˇn´ı cˇleny vznikle´ vlivem
za´rˇen´ı (viz Feireisl [1]).
Odvod´ıme je pomoc´ı Planckova vyzarˇovac´ıho za´kona, ktery´ uda´va´ strˇedn´ı
hodnotu energie za´rˇen´ı absolutneˇ cˇerne´ho teˇlesa o objemu V , konstantn´ı teploteˇ θ
a frekvenci ω v dane´m frekvencˇn´ım intervalu dω (viz Kvasnica [6]) :
dUω =
V
pi2 c3
~ ω3
exp(~ω
k θ
− 1)
dω,
kde dUω je strˇedn´ı energie za´rˇen´ı ve frekvencˇn´ım intervalu dω, ~ je Planckova
konstanta, k Boltzmanova konstanta a c je rychlost sveˇtla.
Celkovou energii za´rˇen´ı absolutneˇ cˇerne´ho teˇlesa o objemu V a konstantn´ı
teploteˇ θ dostaneme integrac´ı dUω prˇes vsechny frekvence
U(V, θ) =
∫ ∞
0
dUω =
∫ ∞
0
V
pi2 c3
~ ω3
exp
(
~ω
k θ
− 1
) dω.
Substituc´ı za ω = k θ
~
x ma´me
U(V, θ) =
1
pi2 c3
V
∫ ∞
0
~ (k θ
~
x)3
exp(x− 1)
k θ
~
dx =
k4
pi2 c3 ~3
V θ4
∫ ∞
0
x3
exp(x− 1)
dx =
=
k4
pi2 c3 ~3
V θ4
(
pi4
15
)
=
[
pi2 k4
15 c3 ~3
]
V θ4.
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Odtud
U(V, θ) = a V θ4, (2.10)
kde
a =
pi2 k4
15 c3 ~3
= 7.561 · 10−16 J m−3 K−4. (2.11)
Hleda´me vztah pro specifickou vnitrˇn´ı radiacˇn´ı energii
eR = eR(ρ, θ)
a pro hustotu energie
ER = ρ eR
tak, aby platilo, zˇe celkova´ energie za´rˇen´ı teˇlesa o objemu V s konstantn´ı teplotou
θ je:
U(V, θ) = ER V = eR(ρ, θ) ρ V.
Srovna´me-li se vztahem (2.10) pro celkovou energii za´rˇen´ı teˇlesa odvozeny´m podle
Planckova za´kona je specificka´ vnitrˇn´ı energie za´rˇen´ı
eR = a
θ4
ρ
. (2.12)
K urcˇen´ı radiacˇn´ıho tlaku vyuzˇijeme termodynamicky´ch za´kon˚u, podle ktery´ch
je tlak za´rˇen´ı roven jedne´ trˇetineˇ hustoty energie (viz Kvasnica [6]), cozˇ znamena´
pR =
1
3
ER =
1
3
ρ eR =
1
3
ρ a
θ4
ρ
,
tedy
pR = a
θ4
3
. (2.13)
Vliv radiace se projev´ı i prˇ´ır˚ustkem entropie
sR =
4a
3
θ3
ρ
. (2.14)
Stejneˇ tak se radiacˇn´ı cˇleny vyskytuj´ı v tepelne´m toku q. Ten je obvykle da´n
Fourierovy´m za´konem (1.4). Uvazˇujeme-li vliv radiace, bude navy´sˇen o cˇlen :
qR = −kR θ
3∇θ, (2.15)
s konstantou kR > 0.
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Uvazˇujeme-li prˇi popisu proudeˇn´ı tekutiny i vliv za´rˇen´ı, cely´ syste´m by meˇl
by´t doplneˇn o vztah vyjadrˇuj´ıc´ı za´kon zachova´n´ı intenzity tohoto za´rˇen´ı I (kde
dIω = dUω / V je intenzita za´rˇen´ı o frekvenci ω). Mı´sto klasicke´ formulace by meˇl
tedy cely´ proble´m by´t formulova´n relativisticky, nebot’ v modelu se uvazˇuje i vliv
cˇa´stic s nulovou hmotnost´ı (foton˚u).Viz Feireisl [1], Buet a Despres [11], Mihalas
[12].
Prˇesto vsˇak existuj´ı zjednodusˇene´ modely zalozˇene´ na asymptoticke´ analy´ze
a urcˇity´ch fyzika´ln´ıch hypote´za´ch, ktere´ vedou na syste´m stejny´ch vektorovy´ch
rovnic (1.1), (1.3) a (1.5) popsany´ch vy´sˇe, kde ale termodynamicke´ vztahy pro
tlak, vnitrˇn´ı energii, entropii a tepelny´ tok obsahuj´ı nav´ıc radiacˇn´ı cˇleny (2.12),
(2.13), (2.14) a (2.15).
Poznamenejme, zˇe vliv teˇchto radiacˇn´ıch cˇlen˚u se vy´razneˇji projev´ı azˇ prˇi
extre´mn´ıch teplota´ch, naprˇ´ıklad v okol´ı velky´ch hveˇzd (viz Oxenius [10]). Proto
jsou tyto modely z pochopitelny´ch d˚uvod˚u pouzˇ´ıva´ny prˇedevsˇ´ım v astrofyzice (viz
Ducomet [13],[14]).
Vı´ce viz Feireisl [1] kap. 3.4.
Prˇ´ıtomnost radiacˇn´ı entropie sR umozˇnˇuje odvozen´ı apriorn´ıch odhad˚u abso-
lutn´ı teploty θ (viz Feireisl [1] kap. 5.2). Z hlediska rˇesˇitelnosti cele´ soustavy hraj´ı
tedy radiacˇn´ı cˇleny d˚ulezˇitou roli.
2.3 Vlastnosti koeficient˚u µ a k
Zby´va´ uve´st prˇedpoklady na koeficienty µ a k vyskytuj´ıc´ı se v Newtonoveˇ (1.2) a
Fourieroveˇ za´koneˇ (1.4).
Obecneˇ jde o skala´rn´ı funkce hustoty ρ a absolutn´ı teploty θ. Uvazˇujme, zˇe
za´vislost na hustoteˇ je zanedbatelna´, cozˇ pro plyny za norma´ln´ıch podmı´nek ob-
vykle plat´ı, tedy µ = µ(θ) a k = k(θ).
Da´le prˇedpokla´dejme, zˇe jde o funkce spojiteˇ diferencovatelne´ v promeˇnne´ θ a
podle druhe´ho za´kona termodynamiky splnˇuj´ıc´ı :
µ(θ) ≥ µ0 > 0, k(θ) ≥ k0 > 0, pro ∀ θ > 0.
Nav´ıc pozˇadujeme jistou vlastnost koercivity pro µ a k, neboli
µ(θ) →∞, k(θ) →∞, pro θ →∞.
Tyto vlastnosti koeficient˚u, prˇedevsˇ´ım pak jejich koercivita, jsou d˚ulezˇite´ prˇi
odvozova´n´ı apriorn´ıch odhad˚u (viz Feireisl [1] kap. 4.3).
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2.4 Existencˇn´ı teorie
Nyn´ı mu˚zˇeme na za´kladeˇ vy´sˇe odvozeny´ch vztah˚u formulovat veˇtu o existenci
slabe´ho rˇesˇen´ı cele´ho syste´mu Navier-Stokesovy´ch rovnic se zobecneˇnou stavovou
rovnic´ı (viz Feireisl [1] kap. 5.4):
Veˇta : Necht’ Ω ⊂ R3 je oblast trˇ´ıdy C2+ν. Uvazˇujme tenzor napeˇt´ı dany´ pomoc´ı
Newtonova za´kona (1.2) a tepelny´ tok splnˇuj´ıc´ı Fourier˚uv za´kon (1.4), kde koefi-
cienty µ a k jsou spojiteˇ diferencovatelne´ funkce absolutn´ı teploty θ takove´, zˇe
|µ′(θ)| ≤ c, µ (1 + θα) ≤ µ(θ) ≤ µ (1 + θ)
pro neˇjake´ 2
5
< α ≤ 1, a
k (1 + θ3) ≤ k(θ) ≤ k (1 + θ3)
pro vsˇechny θ ≥ 0 . Necht’ tlak je da´n vztahem
p = θ5/2 P (Z) + a
θ4
3
, (2.16)
kde funkce P ∈ C1 ([0,∞)) splnˇuje (2.7), (2.8) a (2.9), vnitrˇn´ı energie a entropie
jsou da´ny vztahy :
e =
(
1
γ − 1
)
θ5/2
ρ
P (Z) + a
θ4
ρ
, (2.17)
s = S(Z) + a
4
3
θ3
ρ
. (2.18)
Da´le uvazˇujme pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky
ρ(0, ·) = ρ0, (ρ v) (0, ·) = ρ0 v0, (ρ s(ρ, θ)) (0, ·) = ρ0 s(ρ0, θ0),
kde
0 < ρ ≤ ρ0(x) ≤ ρ, v0 ∈ L
2(Ω; R3), 0 < θ ≤ θ0(x) ≤ θ pro s.v. x ∈ Ω.
Potom proble´m dany´ rovnicemi (1.1), (1.3) a (1.5) doplneˇn o tyto pocˇa´tecˇn´ı pod-
mı´nky ma´ slabe´ rˇesˇen´ı na mnozˇineˇ (0, T )× Ω pro libovolne´ T > 0.
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Kapitola 3
Syste´m Navier-Stokesovy´ch
rovnic
3.1 Navier-Stokesovy rovnice pro idea´ln´ı plyn
V kapitole 1 jsme ze za´kon˚u zachova´n´ı odvodili u´plny´ syste´m Navier-Stokesovy´ch
rovnic (1.1), (1.3) a (1.5) popisuj´ıc´ı vazke´ stlacˇitelne´ proudeˇn´ı na oblasti Ω ⊂ R3.
V dalˇs´ım budeme uvazˇovat prˇ´ıpad dvoudimenziona´ln´ıho proudeˇn´ı, neboli prou-
deˇn´ı na oblasti Ω ⊂ R2 s Lipschitzovsky spojitou hranic´ı Γ = ∂Ω, ktera´ se skla´da´
z neˇkolika disjunktn´ıch cˇa´st´ı :
Γ = ΓI ∪ ΓO ∪ ΓW = ∂Ω.
Necht’ da´le QT = Ω × (0, T ), kde T > 0 a (0, T ) je cˇasovy´ interval. Proudeˇn´ı
tekutiny vyja´drˇ´ıme opeˇt pomoc´ı konzervativn´ıch velicˇin :
∂w
∂t
+
2∑
s=1
∂f s(w)
∂xs
=
2∑
s=1
∂Rs(w ,∇w)
∂xs
na QT = Ω× (0, T ), kde
w = (ρ, ρ v1, ρ v2, E)
T ; w = w(x , t), x ∈ Ω, t ∈ (0, T )
je stavovy´ vektor,
f 1(w) =
(
ρ v1, ρ v
2
1 + p, ρv1 v2, (E + p)v1
)T
f 2(w) =
(
ρ v2, ρ v1 v2, ρ v
2
2 + p, (E + p)v2
)T
jsou nevazke´ (Eulerovy) toky a
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R1(w ,∇w) =
(
0, τ11, τ12, τ11 v1 + τ12 v2 + k
∂θ
∂x1
)T
R2(w ,∇w) =
(
0, τ21, τ22, τ21 v1 + τ22 v2 + k
∂θ
∂x2
)T
jsou toky vazke´.
Uvazˇujeme Newtonovsky´ typ tekutiny, pro ktery´ plat´ı Newton˚uv za´kon (1.2),
neboli
τij =
2
3
µ δij div v +2 µ
[
1
2
(
∂vi
∂xj
+
∂vj
∂xi
)]
, i, j = 1, 2,
kde µ je koeficient vazkosti.
Da´le uvazˇujeme okrajove´ podmı´nky na prˇ´ıslusˇny´ch cˇa´stech hranice :
1. ρ = ρD, v = vD,
∑2
k=1
(∑2
l=1 τlk nl
)
vk + k
∂θ
∂n
= 0 na ΓI (vstup)
2.
∑2
k=1(τsk nk) = 0 pro s = 1, 2 ;
∂θ
∂n
= 0 na ΓO (vy´stup)
3. v = 0, ∂θ
∂n
= 0 na ΓW (pevna´ steˇna),
kde ρD a vD jsou dane´ funkce a n = (n1, n2) je jednotkova´ vneˇjˇs´ı norma´la k ∂Ω.
Pro pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky necht’ je
w(x , 0) = w 0(x ), pro x ∈ Ω.
Cely´ syste´m je doplneˇn o termodynamicke´ vztahy uda´vaj´ıc´ı hodnoty tlaku
a absolutn´ı teploty pomoc´ı velicˇin ρ, v1, v2, E.
V prˇ´ıpadeˇ idea´ln´ıho plynu se stavovy´mi rovnicemi (2.2) a (2.3) lze tlak a
absolutn´ı teplotu vyja´drˇit ve tvaru
p = (γ − 1)
(
E − ρ
|v |2
2
)
, (3.1)
θ =
1
cV
(
E
ρ
−
1
2
|v |2
)
. (3.2)
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3.2 Bezrozmeˇrny´ tvar Navier-Stokesovy´ch rovnic
Vsˇechny dosud uvedene´ vztahy jsou vyja´drˇeny pomoc´ı fyzika´ln´ıch rozmeˇrovy´ch
velicˇin. Pro zjednodusˇen´ı se obvykle uvazˇuje tzv. bezrozmeˇrny´ tvar. C´ılem
je prˇeveden´ı fyzika´ln´ıho modelu na model matematicky´. Namı´sto rozmeˇrovy´ch
fyzika´ln´ıch velicˇin
x ; v ; ρ; p; E; θ; t; µ; k,
pracujeme s jejich bezrozmeˇrnou formou, kterou z´ıska´me vhodny´m kra´cen´ım, resp.
na´soben´ım, pomoc´ı referencˇn´ıch hodnot
L∗; U∗; ρ∗; µ∗; k∗
na´sleduj´ıc´ım zp˚usobem:
x ′ =
x
L∗
; v ′ =
v
U∗
; ρ′ =
ρ
ρ∗
; p′ =
p
ρ∗ U∗2
; E ′ =
E
ρ∗ U∗2
;
θ′ = θ
cV
U∗2
; t′ = t
U∗
L∗
; µ′ =
µ
µ∗
; k′ =
k
k∗
.
Syste´m rovnic popisuj´ıc´ı vazke´ stlacˇitelne´ proudeˇn´ı zapsa´n pomoc´ı teˇchto bezrozmeˇrny´ch
velicˇin pak vypada´ na´sledovneˇ :
∂w ′
∂t′
+
2∑
s=1
∂f s(w
′)
∂x′s
=
2∑
s=1
∂R′s(w
′,∇w ′)
∂x′s
,
na Q′T = Ω
′ × (0, T ′), kde Ω′ = 1
L∗
Ω, T ′ = U
∗
L∗
T , a
w ′ = (ρ′, ρ′ v′1, ρ
′ v′2, E
′)
T
,
f s(w
′) = (ρ′ v′s, ρ
′ v′1 v
′
s + δ1s p
′, ρ′v′2 v
′
s + δ2s p
′, (E ′ + p′)v′s)
T
, s = 1, 2;
R′s(w
′,∇w ′) =
(
0, τ ′s1, τ
′
s2, τ
′
s1 v
′
1 + τ
′
s2 v
′
2 +
γ
Re Pr
∂θ′
∂x′s
)T
, s = 1, 2;
τ ′sk =
1
Re
[(
∂v′s
∂x′k
+
∂v′k
∂x′s
)
− 2
3
div v ′ δsk
]
, s, k = 1, 2;
prˇicˇemzˇ pouzˇijeme tyto bezrozmeˇrne´ konstanty
Reynoldsova konstanta : Re = ρ
∗ U∗ L∗
µ∗
,
Prandtlovo cˇ´ıslo : Pr = cP µ
∗
k∗
.
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Okrajove´ podmı´nky na prˇ´ıslusˇny´ch cˇa´stech hranice
1. ρ′ = ρD
ρ∗
= ρ′D, v
′ = vD
U∗
= v ′D,
∑2
k=1
(∑2
l=1 τ
′
lk n
′
l
)
v′k +
γ
Re Pr
∂θ′
∂n ′
= 0
na Γ′I =
1
L∗
ΓI
2.
∑2
k=1(τ
′
sk n
′
k) = 0 pro s = 1, 2 ;
∂θ′
∂n ′
= 0 na Γ′O =
1
L∗
ΓO
3. v ′ = 0, ∂θ
′
∂n ′
= 0 na Γ′W =
1
L∗
ΓW .
A pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky
w ′ (x ′, 0) = w ′ 0 (x ′) pro x ′ ∈ Ω′.
Cely´ syste´m bude opeˇt doplneˇn o termodynamicke´ vztahy.
V prˇ´ıpadeˇ idea´ln´ıho plynu uprav´ıme termodynamicke´ vztahy (3.1) a (3.2) na
bezrozmeˇrne´ vhodny´m prˇena´soben´ım prˇ´ıslusˇny´mi referencˇn´ımi hodnotami (u tlaku
1
ρ∗U∗2
a u teploty cV
U∗2
) :
p′ = (γ − 1)
(
E ′ − ρ′
|v ′|2
2
)
; θ′ =
E ′
ρ′
−
1
2
|v ′|2.
3.3 Na´vrhy funkce P (Z)
Azˇ dosud jsme v te´to kapitole uvazˇovali idea´ln´ı plyn se stavovy´mi rovnicemi (2.2)
a (2.3). Nyn´ı se pokus´ıme odvodit termodynamicke´ vztahy pro tlak a absolutn´ı
teplotu plynu se zobecneˇny´mi stavovy´mi rovnicemi (2.16) a (2.17).
Na za´kladeˇ vy´sˇe odvozeny´ch vztah˚u (2.7), (2.8) a (2.9) nejprve navrhneme
vhodne´ kandida´ty na funkci P (Z), ktera´ se ve zobecneˇny´ch vztaz´ıch vyskytuje.
S ohledem na podmı´nku (2.7) se nab´ız´ı mozˇnost volit P (Z) jako
P (Z) = p∞ Z
5/3,
nebot’ pro takto zadanou funkci podmı´nka (2.7) zrˇejmeˇ plat´ı :
limZ→∞
P (Z)
Z5/3
= limZ→∞
p∞ Z5/3
Z5/3
= p∞.
Ale derivace P (Z) je potom da´na vztahem P ′(Z) = 5
3
p∞ Z
2/3 a druhy´ prˇedpoklad
(2.8), t.j. P ′(Z) > 0, uzˇ nebude splneˇn pro ∀Z ≥ 0.
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Zahrneme-li do volby P (Z) i prˇechod k idea´ln´ımu plynu, tedy uvazˇujeme-li
P (Z) ve tvaru
P (Z) = R Z
(
1 +
p∞
R
α Z2/3
)
,
kde α ∈ [0, 1], bude pro α = 0 platit P (Z) = R Z, neboli P (Z)/Z = R a tedy
pM = pID a eM = eID.
Naopak pro α ∈ (0, 1] bude
P (Z) = R Z + α p∞ Z
5/3.
Pozˇadovane´ vlastnosti (2.8) a (2.9) ma´ takto zadana´ funkce P (Z) pro ∀α ∈ (0, 1]:
1. P ′(Z) > 0 pro ∀Z ≥ 0, nebot’
P ′(Z) =
[
R Z + α p∞ Z
5/3
]′
= R +
5
3
α p∞ Z
2/3 ≥ R > 0.
2.
5
3
P (Z)−P ′(Z)Z
Z
> 0 pro ∀Z ≥ 0, nebot’
5
3
P (Z)− P ′(Z)Z
Z
=
5
3
P (Z)
Z
− P ′(Z) =
=
5
3
R Z + α p∞ Z
5/3
Z
−
(
R +
5
3
α p∞ Z
2/3
)
=
2
3
R > 0.
Podmı´nka (2.7) je splneˇna pro α = 1 :
lim
Z→∞
R Z + p∞ Z
5/3
Z5/3
= p∞.
S ohledem na (2.7) se nab´ız´ı uvazˇovat mı´sto koeficientu α vhodnou funkci α(Z)
promeˇnne´ Z, pro kterou plat´ı
α(Z) → 1 pro Z →∞.
Tedy
P (Z) = R Z
(
1 +
p∞
R
α(Z) Z2/3
)
. (3.3)
Prˇi oveˇrˇova´n´ı prˇedpoklad˚u na P (Z) ve tvaru (3.3) odvod´ıme pozˇadovane´ vlastnosti
funkce
α : [ 0,∞) 7−→ ( 0, 1].
23
1. Z prvn´ı podmı´nky (2.7) :
lim
Z→∞
P (Z)
Z5/3
=
R Z + p∞ α(Z) Z
5/3
Z5/3
= p∞
=⇒ lim
Z→∞
α(Z) = 1.
2. Podle druhe´ podmı´nky (2.8) :
P ′(Z) = [R Z + p∞ α(Z) Z
5/3]′ =
= R + p∞ α
′(Z) Z5/3 +
5
3
p∞ α(Z) Z
2/3 ≥ R + p∞ α
′(Z) Z5/3 > 0,
=⇒ α′(Z) > −
R
p∞
Z−5/3.
3. Z podmı´nky trˇet´ı (2.9) :
5
3
P (Z)− P ′(Z)Z
Z
=
=
5
3
R Z + p∞ α(Z) Z
5/3
Z
−
(
R + p∞ α
′(Z) Z5/3 +
5
3
p∞ α(Z) Z
2/3
)
=
=
2
3
R− p∞ α
′(Z) Z5/3 > 0
=⇒ α′(Z) <
2
3
R
p∞
Z−5/3.
Pokud bychom nav´ıc pozˇadovali limitn´ı prˇechod k idea´ln´ımu plynu, cozˇ zna-
mena´, zˇe pro dostatecˇneˇ male´ hodnoty Z by zobecneˇne´ stavove´ rovnice odpov´ıdaly
rovnic´ım idea´ln´ıho plynu, mu˚zˇeme prˇidat dalˇs´ı pozˇadavek na funkci α(Z)
lim
Z→0+
α(Z) = 0.
Potom plat´ı P (Z)/Z −→ R pro Z −→ 0+.
Pro funkci α : [ 0,∞) 7−→ ( 0, 1] tedy pozˇadujeme
• limZ→0+ α(Z) = 0;
• limZ→∞ α(Z) = 1;
• − R
p∞
Z−5/3 < α′(Z) < 2
3
R
p∞
Z−5/3.
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V te´to pra´ci se nebudeme da´le zaby´vat hleda´n´ım prˇesne´ho tvaru vhodny´ch
funkc´ı α(Z).
V dalˇs´ım budeme uvazˇovat zobecneˇne´ stavove´ rovnice s funkc´ı P (Z) ve tvaru
P (Z) = R Z + α p∞ Z
5/3, (3.4)
kde hodnota α lezˇ´ı v intervalu (0, 1].
3.4 Zobecneˇne´ termodynamicke´ vztahy
Uvazˇujme zobecneˇne´ stavove´ rovnice (2.16) a (2.17), neboli
p = θ5/2 P (Z) + a
θ4
3
,
e =
1
γ − 1
θ5/2
ρ
P (Z) + a
θ4
ρ
.
Uka´zˇeme, jak lze pro funkci P (Z) danou pomoc´ı (3.4) odvodit prˇ´ıslusˇne´ ter-
modynamicke´ vztahy pro tlak p a absolutn´ı teplotu θ, ktere´ na´sledneˇ prˇevedeme
do bezrozmeˇrne´ho tvaru p′ a θ′.
Nejprve dosad´ıme do stavovy´ch rovnic za Z = ρ
θ3/2
a za P (Z) podle (3.4) :
p = θ5/2 R Z + θ5/2 α p∞ Z
5/3 + a
θ4
3
=
= θ5/2 R
( ρ
θ3/2
)
+ θ5/2 α p∞
( ρ
θ3/2
)5/3
+ a
θ4
3
⇒
p = Rρθ + α p∞ ρ
5/3 + a
θ4
3
; (3.5)
e =
1
γ − 1
θ5/2
ρ
R Z +
1
γ − 1
θ5/2
ρ
p∞ α Z
5/3 + a
θ4
ρ
=
= cV
θ5/2
ρ
( ρ
θ3/2
)
+
1
γ − 1
θ5/2
ρ
p∞ α
( ρ
θ3/2
)5/3
+ a
θ4
ρ
⇒
e = cV θ + α
1
γ − 1
p∞ ρ
2/3 + a
θ4
ρ
. (3.6)
Poznamenejme, zˇe jde sta´le o fyzika´ln´ı (tj. rozmeˇrove´) vztahy, tud´ızˇ i koeficient
α mus´ı mı´t odpov´ıdaj´ıc´ı fyzika´ln´ı rozmeˇr, tedy
[α] =
m5
kg 5/3
.
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Na rozd´ıl od stavovy´ch rovnic idea´ln´ıho plynu se absolutn´ı teplota θ v obou
vztaz´ıch (3.5), (3.6) vyskytuje v prvn´ı a ve cˇtvrte´ mocnineˇ. Jej´ı explicitn´ı vyja´drˇen´ı
by bylo dosti komplikovane´ a z hlediska numericky´ch vy´pocˇt˚u nevy´hodne´.
Rovnici pro specifickou vnitrˇn´ı energii (3.6) uprav´ıme na tvar
a
cV ρ
θ4 + θ +
(
α
p∞
R
ρ2/3 −
e
cV
)
= 0,
zaj´ıma´me se tedy o existenci kladny´ch korˇen˚u polynomu
h(x) = Ax4 + x + B = 0,
kde A = a
cV ρ
> 0.
Vid´ıme, zˇe h′′(x) = 12Ax2 > 0 pro x 6= 0, a funkce je tedy konvexn´ı na cele´m R
kromeˇ pocˇa´tku. Da´le prvn´ı derivace h′(x) = 4 Ax3 + 1 je nulova´ pouze v bodeˇ
xmin = −(
1
4 A
)−1/3, kde se take´ nacha´z´ı minimum funkce h(x) na R, nebot’ na
intervalech (−∞, xmin), resp. (xmin, +∞), je funkce klesaj´ıc´ı, resp. rostouc´ı.
Polynom h(x) ma´ tedy rea´lne´ korˇeny, je-li jeho hodnota v minimu h(xmin) < 0
za´porna´.
Protozˇe z rovnice (3.6) urcˇujeme hodnotu absolutn´ı teploty θ, hleda´me kladne´
korˇeny. Obecneˇ pokud B < 0, je funkcˇn´ı hodnota funkce h(0) = B < 0, a tud´ızˇ
mus´ı existovat kladne´ rˇesˇen´ı rovnice h(x) = 0.
Prˇiblizˇnou hodnotu tohoto jedine´ho kladne´ho korˇenu polynomu h(x) mu˚zˇeme
pro B < 0 urcˇit pomoc´ı iteracˇn´ıho procesu
xi+1 = −B − Ax
4
i .
Vra´t´ıme-li se od funkce h(x) k rovnici (3.6), potom podmı´nka B < 0 ma´ tvar :
B = α
p∞
R
ρ2/3 −
e
cV
< 0,
neboli mus´ı by´t
α <
γ − 1
p∞
e
ρ2/3
. (3.7)
Iteracˇn´ı prˇedpis pro prˇiblizˇnou hodnotu absolutn´ı teploty θ :
θK+1 = −
(
α
p∞
R
ρ2/3 −
e
cV
)
−
a
cV ρ
θ4K .
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Dosad´ıme-li nav´ıc za specifickou vnitrˇn´ı energii e = 1
ρ
(
E − ρ |v |
2
2
)
, dosta´va´me
θK+1 =
1
cV ρ
(
E − ρ
|v |2
2
)
− α
p∞
R
ρ2/3 −
a
cV ρ
θ4K , (3.8)
kde za pocˇa´tecˇn´ı prˇibl´ızˇen´ı stacˇ´ı zvolit θ0 = 0.
Vy´sledne´ prˇibl´ızˇen´ı θK pak dosad´ıme do vztahu pro tlak (3.5)
p = R ρ θK + α p∞ ρ
5/3 + a
θ4K
3
.
Opeˇt potrˇebujeme tyto vztahy pro tlak a absolutn´ı teplotu prˇeve´st do bezroz-
meˇrny´ch velicˇin. Postupujeme analogicky jako u idea´ln´ıho plynu.
Obeˇ rovnice prˇena´sob´ıme prˇ´ıslusˇny´mi referencˇn´ımi hodnotami, vhodneˇ rozsˇ´ı-
rˇ´ıme a nakonec dostaneme odpov´ıdaj´ıc´ı termodynamicke´ vztahy pro bezrozmeˇrne´
velicˇiny.
• Bezrozmeˇrna´ absolutn´ı teplota
θ′ = θ cV
U∗2
= 1
cV ρ
cV
U∗2
(
E − ρ |v |
2
2
)
− α p∞
R
cV
U∗2
ρ2/3 − cV
U∗2
a
cV ρ
θ4 =
=
(
ρ∗
ρ
) [
E
ρ∗ U∗2
−
(
ρ
ρ∗
)
1
2
|v |2
U∗2
]
− cV
R
α
(
p∞
ρ∗ U∗2
)
(ρ∗ U∗2) 1
U∗2
ρ∗ 2/3
(
ρ
ρ∗
)2/3
−
−a
(
ρ∗
ρ
)
1
ρ∗ U∗2
(
U∗2
CV
)4 (
CV θ
U∗2
)4
=
= 1
ρ′
(
E ′ − ρ′ |v
′|2
2
)
− p
′
∞
γ−1
[
α ρ∗ 5/3
]
ρ′ 2/3 − 1
ρ′
[
a U∗6
ρ∗ C4V
]
θ′4.
• Bezrozmeˇrny´ tlak
p′ = p 1
ρ∗U∗2
= R ρ θ 1
ρ∗U∗2
+ α p∞ ρ
5/3 1
ρ∗U∗2
+ a θ
4
3
1
ρ∗U∗2
=
= R
cV
(
ρ
ρ∗
) (
θ cV
U∗2
)
+ α
(
p∞
ρ∗ U∗2
)
(ρ∗ U∗2)
(
ρ
ρ∗
)5/3
ρ∗ 5/3
U∗2ρ∗
+
a
3
1
ρ∗U∗2
(
U∗2
CV
)4 (
θ CV
U∗2
)4
=
= (γ − 1) ρ′ θ′ + p′∞
[
α ρ∗ 5/3
]
ρ′ 5/3 + 1
3
[
aU∗6
ρ∗ C4V
]
θ′4.
Prˇibude zde bezrozmeˇrna´ hodnota tlaku v nekonecˇnu, kterou definujeme ob-
dobneˇ jako bezrozmeˇrny´ tlak
p′∞ =
p∞
ρ∗ U∗2
. (3.9)
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Zavedeme-li nav´ıc bezrozmeˇrne´ konstanty K(α) a A
K(α) = α ρ∗ 5/3, A = a
U∗6
ρ∗ C4V
, (3.10)
mu˚zˇeme pra´veˇ odvozene´ bezrozmeˇrne´ termodynamicke´ vztahy plynu se zobecneˇ-
ny´mi stavovy´mi rovnicemi (2.16) a (2.17) a funkc´ı P (Z) ve tvaru (3.4) zapsat
takto
θ′ =
1
ρ′
(
E ′ − ρ′
|v ′|2
2
)
−
p′∞
γ − 1
K(α) ρ′ 2/3 −
1
ρ′
Aθ′4,
p′ = (γ − 1) ρ′ θ′ + p′∞ K(α) ρ
′ 5/3 +
1
3
Aθ′4.
3.5 Vliv radiace na viskozitu
Jesˇteˇ poznamenejme, zˇe v prˇ´ıpadeˇ, kdy bychom uvazˇovali tepelny´ tok definovany´
Fourierovy´m za´konem (1.4) spolu s radiacˇn´ım prˇ´ıspeˇvkeˇm qR dany´m vztahem
(2.15), neboli
q = −k∇θ − kR θ
3∇θ = −(k + kR θ
3)∇θ,
projevil by se tento radiacˇn´ı prˇ´ır˚ustek ve vyja´drˇen´ı vazky´ch tok˚u Rs.
Potom tedy
Rs(w) =
(
0, τs1, τs2, τs1v1 + τs2v2 + (k + kR θ
3)
∂θ
∂xs
)T
, s = 1, 2.
Ale jak jizˇ bylo rˇecˇeno v kapitole 2, vliv radiace na viskozitu se vy´razneˇji
projev´ı azˇ prˇi extre´mn´ıch teplota´ch, naprˇ´ıklad v okol´ı velky´ch hveˇzd (viz Oxenius
[10]). V ra´mci nasˇeho modelu budeme proto pro zjednodusˇen´ı uvazˇovat
kR = 0.
Tento zjednodusˇuj´ıc´ı prˇedpoklad vsˇak nen´ı ve sporu s vy´sˇe odvozenou teori´ı
(Veˇta o existenci rˇesˇen´ı), pro kterou je podstatna´ prˇ´ıtomnost radiacˇn´ı entropie sR
(viz Feireisl [1]).
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3.6 Navier-Stokesovy rovnice pro plyn se zobec-
neˇnou stavovou rovnic´ı
V dalˇs´ım jizˇ budeme uvazˇovat syste´m Navier-Stokesovy´ch rovnic pouze v bezroz-
meˇrne´m tvaru. Pro jednodusˇsˇ´ı za´pis budeme ale nove´ velicˇiny znacˇit stejneˇ jako
velicˇiny p˚uvodn´ı (rozmeˇrove´), acˇkoli jizˇ p˚ujde o hodnoty bezrozmeˇrne´, tedy :
∂w
∂t
+
2∑
s=1
∂f s(w)
∂xs
=
2∑
s=1
∂Rs(w ,∇w)
∂xs
(3.11)
na QT = Ω× (0, T ), kde
w = (ρ, ρ v1, ρ v2, E)
T (3.12)
je stavovy´ vektor,
f s(w) = (ρ vs, ρ v1 vs + δ1s p, ρv2 vs + δ2s p, (E + p)vs)
T , s = 1, 2 (3.13)
jsou nevazke´ Eulerovy´ toky,
Rs(w ,∇w) =
(
0, τs1, τs2, τs1 v1 + τs2 v2 +
γ
Re Pr
∂θ
∂xs
)T
, s = 1, 2 (3.14)
jsou toky vazke´, dane´ pomoc´ı Newtonova za´kona (1.2) vztahem
τsk =
1
Re
[(
∂vs
∂xk
+
∂vk
∂xs
)
−
2
3
div v δsk
]
, s, k = 1, 2. (3.15)
Uvazˇujeme-li zobecneˇny´ model plynu se stavovy´mi rovnicemi (2.16), (2.17)
a s funkc´ı P (Z) danou vztahem (3.4), bude pak syste´m doplneˇn o termodynamicke´
vztahy :
θK+1 =
1
ρ
(
E − ρ
|v |2
2
)
−
p∞
γ − 1
K(α) ρ 2/3 −
1
ρ
A θ4K =
=
1
w1
(
w4 −
w22 + w
2
3
2 w1
)
−
p∞
γ − 1
K(α) w
2/3
1 −
1
w1
Aθ4K , (3.16)
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p = (γ − 1) ρ θ + p∞ K(α) ρ
5/3 +
1
3
Aθ4 =
= (γ − 1) w1 θ + p∞ K(α) w
5/3
1 +
1
3
Aθ4, (3.17)
kde konstanty K(α) a A jsou definova´ny v (3.10), prˇicˇemzˇ α ∈ ( 0, 1] a splnˇuje
podmı´nku (3.7) rˇesˇitelnosti rovnice (3.6), neboli
α <
γ − 1
p∞
1
ρ5/3
(
E − ρ
|v |2
2
)
=
=
γ − 1
p∞
1
w
5/3
1
(
w4 −
w22 + w
2
3
2 w1
)
. (3.18)
Pro u´plnost dopln´ıme okrajovy´mi
1. ρ = ρD, v = vD,
∑2
k=1
(∑2
l=1 τlk nl
)
vk +
γ
Re Pr
∂θ
∂n
= 0 na ΓI
2.
∑2
k=1(τsk nk) = 0 pro s = 1, 2 ;
∂θ
∂n
= 0 na ΓO
3. v = 0, ∂θ
∂n
= 0 na ΓW ;
(3.19)
a pocˇa´tecˇn´ımi podmı´nkami
w (x , 0) = w 0 (x ) pro x ∈ Ω. (3.20)
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Kapitola 4
Slabe´ rˇesˇen´ı
U´lohu (3.11)-(3.20) budeme rˇesˇit ve slabe´m smyslu pomoc´ı nespojite´ Galerkinovy
metody. Nejprve strucˇneˇ pop´ıˇseme triangulaci oblasti Ω , kterou budeme da´le
vyuzˇ´ıvat.
4.1 Triangulace oblasti Ω
Necht’ Ω ⊂ R2 je oblast s Lipschitzovsky spojitou hranic´ı Γ = ∂Ω.
Necht’ da´le Th je deˇlen´ı te´to oblasti Ω na konecˇny´ pocˇet uzavrˇeny´ch vza´jemneˇ
disjunktn´ıch podoblast´ı K, neboli Ω¯ =
⋃
K∈Th
K. V nasˇem prˇ´ıpadeˇ, kdy Ω ⊂ R2,
vol´ıme za elementy K troju´heln´ıky, prˇ´ıpadneˇ konvexn´ı mnohou´heln´ıky. Jednotlive´
elementy ocˇ´ıslujeme, takzˇe Th = {Ki}i∈ I , kde I ⊂ Z
+.
Syste´m Th nazveme triangulac´ı oblasti Ω. Pro element K ∈ Th oznacˇ´ıme ∂K
jako jeho hranici, hK = diam(K) (potom h = maxK∈Th hK), ρK polomeˇr nejveˇtsˇ´ı
koule (kruzˇnice), ktera´ lze elementu vepsat, a |K| Lebesgueovu mı´ru tohoto ele-
mentu.
Maj´ı-li dva elementy Ki a Kj spolecˇnou hranu Γij = Ki ∩ Kj , nazveme je
sousedy. Pak mu˚zˇeme definovat mnozˇinu soused˚u elementu Ki pomoc´ı mnozˇiny
index˚u s(i) = {j ∈ I; Kj ∩Ki = Γij 6= ∅}.
∂Ω je tvorˇena konecˇny´m pocˇtem hran element˚u Ki prˇilehly´ch k hranici oblasti Ω.
Tyto hranicˇn´ı hrany opeˇt oznacˇ´ıme Γij ⊂ Ki, kde indexy j ∈ Ib ⊂ Z
− =
= {−1, −2, ..}, a definujeme mnozˇinu γ(i) = {j ∈ Ib; Γij ⊂ ∂Ki ∩ ∂Ω}. Pro
vnitrˇn´ı elementy triangulace Th polozˇ´ıme γ(i) = ∅.
Hranici ∂Ki kazˇde´ho elementu mu˚zˇeme rozepsat na´sleduj´ıc´ım zp˚usobem
∂Ki =
⋃
j∈ S(i) Γij, ∂Ki ∩ ∂Ω =
⋃
j∈ γ(i) Γij,
kde S(i) = s(i) ∪ γ(i) je mnozˇina index˚u soused˚u elementu Ki, pro ktere´ plat´ı
Γij ⊂ ∂Ω, pro j ∈ γ(i) a Γij ⊂ Ω \ ∂Ω, pro j ∈ s(i).
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V za´vislosti na typu hranice mu˚zˇeme rozdeˇlit γ(i) = γD(i)∪ γN(i) pro Dirich-
letovu a Neumannovu okrajovou podmı´nku, kde plat´ı γD(i) ∩ γN(i) = ∅.
Nad takto zadanou triangulac´ı Th definujeme na´sleduj´ıc´ı prostory
Hk(Ω, Th) = {v; v|K ∈ H
k(K), ∀K ∈ Th} (broken Sobolev space),
Sh = {v; v ∈ L
2(Ω), v|K ∈ Pp(K),∀K ∈ Th},
kde Pp(K) je prostor polynomu˚ stupneˇ nejvy´sˇe p nad elementem K a H
k(K) je
prˇ´ıslusˇny´ Hilbert˚uv prostor na elementu K. Plat´ı Sh ⊂ H
2(Ω, Th).
Uvazˇujeme-li vektorove´ funkce v : Ω 7→ R4, potom definujeme prostory
Hk(Ω, Th) =
[
Hk(Ω, Th)
]4
, Sh = [Sh]
4 .
Jesˇteˇ poznamenejme, zˇe pro v ∈ H1(Ω, Th) budeme pouzˇ´ıvat obvyklou notaci
v|Γij .. stopa funkce v|Ki na Γij;
v|Γji .. stopa funkce v|Kj na Γji=Γij;
〈v〉Γij =
1
2
(
v|Γij + v|Γji
)
;
[v]Γij = v|Γij − v|Γji .
A pro zjednodusˇen´ı za´pisu :∫
Γ
〈v〉Γ =
∫
Γ
〈v〉 ;
∫
Γ
[v]Γ =
∫
Γ
[v].
4.2 Nespojita´ Galerkinova metoda
Prˇi odvozova´n´ı slabe´ho rˇesˇen´ı u´lohy dane´ (3.11) - (3.20) postupujeme obvykly´m
zp˚usobem. Necht’
w ∈ L2 ( (0, T ) , [H2(Ω)]4 ),
∂w
∂t
∈ L2 ( (0, T ) , [H2(Ω)]4 ).
je prˇesne´ rˇesˇen´ı u´lohy.
Prˇena´sob´ıme rovnici (3.11) libovolnou testovac´ı funkc´ı ϕ z prostoru H2(Ω, Th),
integrujeme na K ∈ Th, aplikujeme Greenovu veˇtu a secˇteme prˇes vsˇechny prvky
triangulace Th = {Ki}i∈I .
Z´ıska´me tak vztah : ∑
i∈I
∫
Ki
∂ w
∂t
·ϕ dx+
+
∑
i∈I
 ∑
j∈S(i)
∫
Γij
2∑
s=1
f s(w)(n ij)s ·ϕ dS −
∫
Ki
2∑
s=1
f s(w) ·
∂ ϕ
∂xs
dx
+
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+
∑
i∈I
∫
Ki
2∑
s=1
Rs(w ,∇w) ·
∂ ϕ
∂xs
dx−
−
∑
i∈I
∑
j<i
j∈ s(i)
∫
Γij
2∑
s=1
〈Rs(w ,∇w)〉 (n ij)s · [ϕ] dS−
−
∑
i∈I
∑
j∈γD(i)
∫
Γij
2∑
s=1
Rs(w ,∇w)(n ij)s ·ϕ dS = 0.
Dodejme, zˇe n ij = ((n ij)1, (n ij)2) je jednotkova´ vneˇjˇs´ı norma´la ke Γij.
Na za´kladeˇ teorie nespojite´ Galerkinovy metody odvozene´ naprˇ. v [3],[4] nebo
[5] prˇida´me penalizacˇn´ı a stabilizacˇn´ı cˇleny.
• Vnitrˇn´ı a hranicˇn´ı penalizacˇn´ı cˇleny :
∑
i∈I
∑
j∈s(i)
∫
Γij
σ[w ] · [ϕ] dS −
∑
i∈I
∑
j∈γD(i)
∫
Γij
σ wB ·ϕ dS,
kde penalizacˇn´ı parametr σ je da´n
σ =
cW
|Γij|Re
, (4.1)
prˇicˇemzˇ cW > 0 je vhodna´ konstanta, Re je Reynoldsovo cˇ´ıslo a |Γij| je
Lebesgueova mı´ra hrany Γij.
Vektor wB = (ρB, ρB (vB)1, ρB (vB)2, EB)
T je pro idea´ln´ı plyn definova´n
v za´vislosti na okrajovy´ch podmı´nka´ch (3.19) na´sleduj´ıc´ım zp˚usobem
wB = (ρ|ΓW , 0, 0, ρ|ΓW θ|ΓW )
T na ΓW ,
wB =
(
ρD, ρD (vD)1, ρD (vD)2, ρ|ΓI θ|ΓI +
1
2
ρD |vD|
2
)T
na ΓI ,
kde ρD a vD jsou funkce dane´ v okrajovy´ch podmı´nka´ch, zat´ımco ρ|Γ a θ|Γ
jsou hodnoty hustoty a absolutn´ı teploty extrapolovane´ na prˇ´ıslusˇne´ cˇa´sti
hranice ∂Ω.
Pro na´mi uvazˇovany´ zobecneˇny´ model plynu je celkova´ energie E da´na vzta-
hem (3.16), neboli
E =
(
θρ +
p∞
γ − 1
K(α) ρ 5/3 + Aθ4
)
+
1
2
ρ |v |2.
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Odtud vid´ıme, zˇe pro plyn se zobecneˇnou stavovou rovnic´ı bude vektor wB
pomoc´ı dany´ch funkc´ı ρD a vD a extrapolovany´ch hodnot ρ|Γ a θ|Γ definova´n
takto :
wB = (ρ|ΓW , 0, 0, θ|ΓW ρ|ΓW +
p∞
γ − 1
K(α) (ρ|ΓW )
5/3 +A (θ|ΓW )
4)T na ΓW ,
wB = (ρD, ρD (vD)1, ρD (vD)2,
θ|ΓIρ|ΓI +
p∞
γ − 1
K(α) (ρ|ΓI )
5/3 + A (θ|ΓI )
4 +
1
2
ρD |vD|
2)T na ΓI .
(4.2)
• Stabilizacˇn´ı cˇleny :
− η
∑
i∈I
∑
j∈ s(i); j<i
∫
Γij
2∑
s=1
〈
2∑
k=1
K Ts, k(w)
∂ ϕ
∂xk
〉
(n ij)s · [w ] dS +
+ η
∑
i∈I
∑
j∈ γD(i)
∫
Γij
2∑
s=1
2∑
k=1
K Ts, k(w)
∂ ϕ
∂xk
(n ij)s ·wB dS,
kde matice K s, k z´ıska´me ze vztahu
Rs(w ,∇w) =
2∑
k=1
K s, k(w)
∂ w
∂xk
, s = 1, 2. (4.3)
Vı´ce viz Dolejˇs´ı [4], Hartman a Houston [15],[16],[17].
Stabilizacˇn´ı parametr η mu˚zˇeme volit libovolneˇ, nejcˇasteˇji pak 1 , −1 nebo 0.
V za´vislosti na te´to volbeˇ rozliˇsujeme trˇi za´kladn´ı typy nespojite´ Galerkinovy
metody (DG FEM) :
– symetrickou (symmetric) - SIPG (tj. pro η = 1)
– nesymetrickou (non-symmetric) - NIPG (tj. pro η = −1)
– neu´plnou (incomplete) - IIPG (tj. pro η = 0).
Nyn´ı se budeme bl´ızˇe zaby´vat jednotlivy´mi cˇleny noveˇ vznikle´ rovnosti :∑
i∈I
∫
Ki
∂ w
∂t
·ϕ dx +
+
∑
i∈I
 ∑
j∈S(i)
∫
Γij
2∑
s=1
f s(w)(n ij)s ·ϕ dS −
∫
Ki
2∑
s=1
f s(w) ·
∂ ϕ
∂xs
dx
+
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+
∑
i∈I
∫
Ki
2∑
s=1
Rs(w ,∇w) ·
∂ ϕ
∂xs
dx−
−
∑
i∈I
∑
j<i
j∈ s(i)
∫
Γij
2∑
s=1
〈Rs(w ,∇w)〉 (n ij)s · [ϕ] dS−
−
∑
i∈I
∑
j∈ γD(i)
∫
Γij
2∑
s=1
Rs(w ,∇w)(n ij)s ·ϕ dS−
− η
∑
i∈I
∑
j∈ s(i); j<i
∫
Γij
2∑
s=1
〈
2∑
k=1
K Ts, k(w)
∂ ϕ
∂xk
〉
(n ij)s · [w ] dS +
+ η
∑
i∈I
∑
j∈ γD(i)
∫
Γij
2∑
s=1
2∑
k=1
K Ts, k(w)
∂ ϕ
∂xk
(n ij)s ·wB dS+
+
∑
i∈I
∑
j∈s(i)
∫
Γij
σ[w ] · [ϕ] dS −
∑
i∈I
∑
j∈γD(i)
∫
Γij
σ wB ·ϕ dS
 = 0.
4.2.1 Nevazke´ cˇleny
Cˇleny vznikle´ integrac´ı Eulerovy´ch tok˚u f s(w) nazy´va´me nevazke´ :
∑
i∈I
 ∑
j∈S(i)
∫
Γij
2∑
s=1
f s(w)(n ij)s ·ϕ dS −
∫
Ki
2∑
s=1
f s(w) ·
∂ ϕ
∂xs
dx
 .
Integra´ly (neboli toky) prˇes hranici jednotlivy´ch element˚u aproximujeme pomoc´ı
numericke´ho toku∫
Γij
2∑
s=1
f s(w)(n ij)s ·ϕ dS ≈
∫
Γij
H(w |Γij ,w |Γji ,n ij) ·ϕ dS. (4.4)
Obecne´ prˇedpoklady na numericky´ tok H(u , v ,n) :
1. H(u , v ,n) je definova´n na D ×D × S, kde S = {n ∈ R2; |n | = 1}
a D je definicˇn´ı obor funkce f s, neboli
D = {w ∈ R4; w1 = ρ > 0, w2 = ρ v2 ∈ R,w3 = ρ v3 ∈ R, w4 = E ;
a plat´ı p > 0, prˇicˇemzˇ p za´vis´ı na w a je definova´no pomoc´ı vztah˚u (3.17) a
(3.16) }.
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Nav´ıc H(u , v ,n) je Lipschitzovsky spojity´ vzhledem k u a v :
|H(u , v ,n)−H(u∗, v ∗,n)| ≤ cL (|u − u
∗|+ |v − v ∗|),
u , v ,u∗, v ∗ ∈ D, n ∈ S.
2. H(u , v ,n) je konzistentn´ı :
H(u ,u ,n) =
2∑
s=1
f s(u) ns, u ∈ D, n = (n1, n2) ∈ S.
3. H(u , v ,n) je konzervativn´ı :
H(u , v ,n) = −H(v ,u ,−n), u , v ∈ D, n ∈ S.
Ke konstrukci numericke´ho toku H(u , v ,n) se obvykle vyuzˇ´ıva´ homogenita
tok˚u f s dany´ch vztahem (3.13), neboli vlastnost
f s(α w) = α f s(w), α > 0,
z n´ızˇ vyply´va´
f s(w) = As(w)w ,
kde matice As(w) =
(
∂ f si(w)
∂wj
)4
i,j=1
.
Oznacˇ´ıme-li
P (w ,n) =
2∑
s=1
As(w) ns = T Λ T
−1,
P± = T Λ± T−1,
mu˚zˇeme pak definovat naprˇ´ıklad Vijayasundaram˚uv numericky´ tok
HV (u , v ,n) = P
+
(
u + v
2
,n
)
u +P−
(
u + v
2
,n
)
v .
Vı´ce viz Feistauer [5], Vijayasundaram [21].
Pro zobecneˇny´ model plynu s termodynamicky´mi vztahy (3.16) a (3.17) uzˇ ale
f s homogenn´ı nen´ı a tud´ızˇ neplat´ı:
f s(w) = As(w)w .
Vol´ıme proto Lax-Fridrichs˚uv numericky´ tok, pro ktery´ nen´ı homogenita nutna´.
Ten je definova´n :
HLF (u , v ,n) =
1
2
(
2∑
s=1
f s(u) ns +
2∑
s=1
f s(v) ns −
1
λ
(v −u)
)
, (4.5)
kde λ > 0 je konstanta neza´visla´ na u a v (viz Feistauer [5]).
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Potom tedy (4.4) mu˚zˇeme vyja´drˇit ve tvaru∫
Γij
2∑
s=1
f s(w)(n ij)s ·ϕ dS ≈
∫
Γij
HLF (w |Γij ,w |Γji ,n ij) ·ϕ dS =
=
1
2
∫
Γij
(
2∑
s=1
f s(w |Γij) (n ij)s +
2∑
s=1
f s(w |Γji) (n ij)s −
1
λ
(
w |Γji −w |Γij
))
·ϕ dS,
prˇicˇemzˇ konstantu λ vol´ıme
λ =
1
|Γij|
.
Pro hranicˇn´ı hrany Γij ⊂ ∂Ω, neboli pokud j ∈ γ(i), mus´ıme dodefinovat
hodnotu w |Γji , a to v za´vislosti na typu prˇ´ıslusˇne´ okrajove´ podmı´nky.
1. Γij ⊂ ΓW (pevna´ steˇna):
Na pevne´ steˇneˇ z˚usta´vaj´ı tlak, energie i hustota konstantn´ı, meˇn´ı se pouze
norma´lova´ slozˇka vektoru rychlosti.
Pokud
w |Γij = (ρ, ρ v1, ρ v2, E)
T ,
kde v = (v1, v2) je vektor rychlosti a n = (n1, n2) je jednotkova´ vneˇjˇs´ı
norma´la ke Γij, potom novy´ vektor rychlosti bude da´n
v̂ = v t +(− vn) = [v −(v ·n) n ] + [−(v ·n) n ] = v −2 (v ·n) n .
Hodnotu w |Γji pak definujeme
w |Γji = (ρ, ρ v̂1, ρ v̂2, E)
T .
2. Γij ⊂ (ΓI ∪ ΓO) (vstup/vy´stup):
Na ΓI ∪ ΓO ma´me prˇedepsa´ny okrajove´ podmı´nky
wBC = (ρBC , ρBC (vBC)1, ρBC (vBC)2, EBC)
T .
V za´vislosti na typu proudeˇn´ı na dane´ cˇa´sti hranice Γij jednotlive´ velicˇiny
bud’ extrapolujeme pomoc´ı hodnot w |Γij nebo definujeme pomoc´ı prˇede-
psany´ch okrajovy´ch podmı´nek wBC .
Extrapolovane´ Prˇedepsane´
velicˇiny velicˇiny
vstup ΓI : supersonicky´ (− v ·n > c) - ρ, v1, v2, p
subsonicky´ (− v ·n ≤ c) p ρ, v1, v2
vy´stup ΓO : supersonicky´ (v ·n ≥ c) ρ, v1, v2, p -
subsonicky´ (v ·n < c) ρ, v1, v2 p
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Zde je c je rychlost zvuku.
Pro u´plnost poznamenejme, zˇe prˇi extrapolova´n´ı vyuzˇ´ıva´me opeˇt zobecneˇne´
termodynamicke´ vztahy (3.16) a (3.17).
Nevazke´ cˇleny mu˚zˇeme tedy shrnout do formy bh(w ,ϕ) ve tvaru
bh(w ,ϕ) =
∑
i∈I
 ∑
j∈S(i)
∫
Γij
HLF (w |Γij ,w |Γji ,n ij) ·ϕ dS −
∫
Ki
2∑
s=1
f s(w) ·
∂ ϕ
∂xs
dx
 ,
(4.6)
pro w , ϕ ∈ H2(Ω, Th) , prˇicˇemzˇ HLF je definova´n pomoc´ı (4.5).
4.2.2 Vazke´ cˇleny
Cˇleny vznikle´ integrac´ı vazky´ch tok˚u Rs nazy´va´me vazke´ (konvektivn´ı). Prˇida´me
k nim stabilizacˇn´ı cˇleny a definujeme formu
ah(w ,ϕ) =
∑
i∈I
∫
Ki
2∑
s=1
Rs(w ,∇w) ·
∂ ϕ
∂xs
dx−
−
∑
i∈I
∑
j<i
j∈ s(i)
∫
Γij
2∑
s=1
〈Rs(w ,∇w)〉 (n ij)s · [ϕ] dS−
−
∑
i∈I
∑
j∈ γD(i)
∫
Γij
2∑
s=1
Rs(w ,∇w)(n ij)s ·ϕ dS−
−η
∑
i∈I
∑
j∈ s(i); j<i
∫
Γij
2∑
s=1
〈
2∑
k=1
K Ts, k(w)
∂ ϕ
∂xk
〉
(n ij)s · [w ] dS +
+ η
∑
i∈I
∑
j∈ γD(i)
∫
Γij
2∑
s=1
2∑
k=1
K Ts, k(w)
∂ ϕ
∂xk
(n ij)s ·wB dS, (4.7)
pro w , ϕ ∈ H2(Ω, Th) .
Nyn´ı odvod´ıme tvar vektor˚u Rs a matic K s, k pro zobecneˇny´ model plynu se
zobecneˇny´mi stavovy´mi rovnicemi.
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Pro plyn splnˇuj´ıc´ı Newton˚uv za´kon (1.2) jsou toky Rs definova´ny vztahy (3.14)
a (3.15), tedy
R1(w ,∇w) =

0
2
3
1
Re
(
2 ∂
∂x1
(
w2
w1
)
− ∂
∂x2
(
w3
w1
))
1
Re
(
∂
∂x1
(
w3
w1
)
+ ∂
∂x2
(
w2
w1
))
w2
w1
R
(2)
1 +
w3
w1
R
(3)
1 +
γ
Re Pr
∂θ
∂x1
 ,
R2(w ,∇w) =

0
1
Re
(
∂
∂x1
(
w3
w1
)
+ ∂
∂x2
(
w2
w1
))
2
3
1
Re
(
2 ∂
∂x1
(
w3
w1
)
− ∂
∂x2
(
w2
w1
))
w2
w1
R
(2)
2 +
w3
w1
R
(3)
2 +
γ
Re Pr
∂θ
∂x2
 . (4.8)
Na rozd´ıl od idea´ln´ıho plynu nema´me ve zobecneˇne´m prˇ´ıpadeˇ pro absolutn´ı
teplotu θ explicitn´ı vyja´drˇen´ı ale pouze iteracˇn´ı vztah (3.16), neboli
θ =
1
w1
(
w4 −
w22 + w
2
3
2 w1
)
−
p∞
γ − 1
K(α) w
2/3
1 −
1
w1
Aθ4.
Pro urcˇen´ı hodnot derivac´ı ∂θ
∂xi
vyskytuj´ıc´ıch se ve vektorech Rs tuto rovnost
(3.16) rozsˇ´ıˇr´ıme a pote´ zderivujeme. Dostaneme tak(
4 Aθ 3 + w1
) ∂θ
∂xi
=
(
w22 + w
2
3
2w21
−
5
3
p∞
γ − 1
K(α) w
2/3
1 − θ
)
∂w1
∂xi
+
+
(
−
w2
w1
)
∂w2
∂xi
+
(
−
w3
w1
)
∂w3
∂xi
+
∂w4
∂xi
; i = 1, 2. (4.9)
Oznacˇ´ıme-li
B =
γ
Re Pr
(
4 Aθ 3 + w1
)−1
,
C =
w22 + w
2
3
2w21
−
5
3
p∞
γ − 1
K(α) w
2/3
1 − θ,
dosta´va´me ze vtah˚u (4.8) a (4.9) toky Rs ve tvaru :
R1(w ,∇w) =

0
2
3
1
Re w1
[
2
(
∂ w2
∂x1
− w2
w1
∂ w1
∂x1
)
−
(
∂ w3
∂x2
− w3
w1
∂ w1
∂x2
)]
1
Re w1
[(
∂ w3
∂x1
− w3
w1
∂ w1
∂x1
)
+
(
∂ w2
∂x2
− w2
w1
∂ w1
∂x2
)]
w2
w1
R
(2)
1 +
w3
w1
R
(3)
1 + B
(
C ∂ w1
∂x1
− w2
w1
∂w2
∂x1
− w3
w1
∂w3
∂x1
+ ∂w4
∂x1
)
 ,
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R2(w ,∇w) =

0
1
Re w1
[(
∂ w3
∂x1
− w3
w1
∂ w1
∂x1
)
+
(
∂ w2
∂x2
− w2
w1
∂ w1
∂x2
)]
2
3
1
Re w1
[
2
(
∂ w3
∂x2
− w3
w1
∂ w1
∂x2
)
−
(
∂ w2
∂x1
− w2
w1
∂ w1
∂x1
)]
w2
w1
R
(2)
2 +
w3
w1
R
(3)
2 + B
(
C ∂ w1
∂x2
− w2
w1
∂w2
∂x2
− w3
w1
∂w3
∂x2
+ ∂w4
∂x2
)
 .
(4.10)
Matice K s, k(w) nyn´ı odvod´ıme pomoc´ı vztahu (4.3)
Rs(w ,∇w) =
∑2
k=1 K s, k(w)
∂ w
∂xk
, s = 1, 2.
Plat´ı-li (4.3) a (4.10), potom maj´ı matice K s, k na´sleduj´ıc´ı tvar :
K 1, 1(w) =

0 0 0 0
− 4
3Re
w2
w21
, 4
3Re
1
w1
, 0, 0
− 1
Re
w3
w21
, 0, 1
Re
1
w1
, 0
− 4
3Re
w22
w31
− 1
Re
w23
w31
+ B C, 4
3Re
w2
w21
−B w2
w1
, 1
Re
w3
w21
−B w3
w1
, B
 ,
K 1, 2(w) =

0 0 0 0
2
3Re
w3
w21
, 0, − 2
3Re
1
w1
, 0
− 1
Re
w2
w21
, 1
Re
1
w1
, 0, 0
− 1
3Re
w2w3
w31
, 1
Re
w3
w21
, − 2
3Re
w2
w21
, 0
 ,
K 2, 1(w) =

0 0 0 0
− 1
Re
w3
w21
, 0, 1
Re
1
w1
, 0
2
3Re
w2
w21
, − 2
3Re
1
w1
, 0, 0
− 1
3Re
w2w3
w31
, − 2
3Re
w3
w21
, 1
Re
w2
w21
, 0
 ,
K 2, 2(w) =

0 0 0 0
− 1
Re
w2
w21
, 1
Re
1
w1
, 0, 0
− 4
3Re
w3
w21
, 0, 4
3Re
1
w1
, 0
− 1
Re
w22
w31
− 4
3Re
w23
w31
+ B C, 1
Re
w2
w21
−B w2
w1
, 4
3Re
w3
w21
−B w3
w1
, B
 .
40
Jesˇteˇ poznamenejme, zˇe oproti idea´ln´ımu plynu se vektory Rs a matice K s, k
liˇs´ı pouze ve cˇlenech obsahuj´ıc´ıch ∂θ
∂xi
.
U vektor˚u Rs(w ,∇w) se tedy meˇn´ı pouze posledn´ı slozˇky R
(4)
1 a R
(4)
2 . U matic
K s, k(w) budou rozd´ılne´ posledn´ı rˇa´dky K
(4)
1, 1 a K
(4)
2, 2. Naopak matice K 1, 2 a K 2, 1
z˚usta´vaj´ı nezmeˇneˇne´.
4.2.3 Penalizacˇn´ı cˇleny
Pomoc´ı vnitrˇn´ıch a hranicˇn´ıch penalizacˇn´ıch cˇlen˚u definujeme formu Jσh (w ,ϕ) pro
w , ϕ ∈ H2(Ω, Th) :
Jσh (w ,ϕ) =
∑
i∈I
∑
j∈s(i)
∫
Γij
σ[w ] · [ϕ] dS −
∑
i∈I
∑
j∈γ(i)
∫
Γij
σ wB ·ϕ dS, (4.11)
kde σ je definova´no vztahem (4.1) a vektor wB je da´n pomoc´ı (4.2).
4.2.4 Slabe´ rˇesˇen´ı
Nyn´ı uzˇ mu˚zˇeme definovat slabe´ rˇesˇen´ı wh u´lohy (3.11)-(3.15) pro zobecneˇny´
model plynu s termodynamicky´mi vztahy (3.17), (3.16) s prˇ´ıslusˇny´mi okrajovy´mi
(3.19) a pocˇa´tecˇn´ım podmı´nkami (3.20) z´ıskane´ metodou DG FEM, a to jako
funkci splnˇuj´ıc´ı :
1. wh ∈ C
1 ((0, T ), Sh);
2.
(
∂ wh(t)
∂t
, ϕh
)
+ ah (wh(t),ϕh) + bh (wh(t),ϕh) + J
σ
h (wh(t),ϕh) = 0,
∀ϕh ∈ Sh, ∀t ∈ (0, T ),
kde prˇ´ıslusˇne´ formy ah(· , ·), bh(· , ·) a J
σ
h (· , ·) jsou definova´ny (4.7), (4.6) a
(4.11) pro funkce w , ϕ ∈ H2(Ω, Th) ⊃ Sh;
3. wh(0) = w
0
h,
kde w 0h ∈ Sh je L
2-projekce funkce w 0 na prostor Sh,
neboli (w 0h−w
0, vh) = 0 pro∀ vh ∈ Sh.
(4.12)
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4.3 Cˇasova´ diskretizace
Soustava obycˇejny´ch diferencia´ln´ıch rovnic (4.12) patrˇ´ı mezi tzv. stiff u´lohy, je-
jichzˇ rˇesˇen´ı pomoc´ı explicitn´ıch metod je obecneˇ velmi neefektivn´ı. Obecneˇ je
pouzˇit´ı implicitn´ıch metod vy´hodneˇjˇs´ı, v dane´m prˇ´ıpadeˇ ale znamena´ nutnost
rˇesˇit v kazˇde´m cˇasove´m kroku nelinea´rn´ı syste´m algebraicky´ch rovnic, cozˇ je prˇ´ıliˇs
drahe´ a neefektivn´ı.
V [4] byla proto pouzˇita semi-implicitn´ı cˇasova´ diskretizace, ktera´ je zalozˇena
na metodeˇ zpeˇtny´ch diferenc´ı (backward difference formula) a vhodne´ linearizaci
nevazky´ch a vazky´ch tok˚u. Pak v kazˇde´m cˇasove´m kroku rˇesˇ´ıme pouze jednu
soustavu linea´rn´ıch rovnic.
Nicme´neˇ semi-implicitn´ı metoda vyzˇaduje homogenitu nevazky´ch tok˚u, ktera´
nen´ı splneˇna pro model se zobecneˇnou stavovou rovnic´ı. Proto vyuzˇ´ıva´me doprˇed-
nou Eulerovu metodu, ktera´ ovsˇem vyzˇaduje omezen´ı cˇasove´ho kroku.
4.4 Implementace
K numericky´m vy´pocˇt˚um byl pouzˇit program ADGFEM vyv´ıjeny´ na Katedrˇe
numericke´ matematiky MFF UK pro rˇesˇen´ı Navier-Stokesovy´ch rovnic pro plyn
s idea´ln´ımi stavovy´mi rovnicemi. Je zalozˇen na metodeˇ konecˇny´ch prvk˚u DGM
pro polynomia´ln´ı aproximace stupneˇ P1 azˇ P3.
Tento program vyuzˇ´ıva´ semi-implicitn´ı sche´ma, ktere´ vsˇak kv˚uli nehomogeniteˇ
numericky´ch tok˚u v prˇ´ıpadeˇ zobecneˇny´ch stavovy´ch rovnic nelze vyuzˇ´ıt.
Program ADGFEM bylo proto nutno nejprve upravit na explicitn´ı sche´ma
vyuzˇ´ıvaj´ıc´ı Lax-Fridrichs˚uv numericky´ tok. Pote´ byla provedena implementace
zmeˇn vyply´vaj´ıc´ıch ze zobecneˇny´ch termodynamicky´ch vztah˚u.
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Kapitola 5
Numericke´ prˇ´ıklady
V te´to kapitole uvazˇujeme staciona´rn´ı rezˇimy proudeˇn´ı.
5.1 Konvergencˇn´ı krite´ria
K vyja´drˇen´ı konvergence a prˇesnosti metod vyuzˇijeme koeficienty odporu cD,
vztlaku cL a momentu cM .
Uvazˇujeme proudeˇn´ı v oblasti Ω ⊂ R2 kolem profilu Γprof , tedy Γprof je vnitrˇn´ı
ohranicˇena´ komponenta ∂Ω. Urcˇ´ıme s´ılu Fprof p˚usob´ıc´ı na profil
Fprof = −
1
C∞
∫
Γprof
(−p n) + (T n) dS,
kde C∞ =
1
2
ρ∞ | v∞ |
2 lref. Hodnoty ρ∞ a v∞ znacˇ´ı hustotu a rychlost v nekonecˇnu
a lref je referencˇn´ı de´lka. Tenzor napeˇt´ı T = {τij}
2
i,j=1, kde τij jsou da´ny vztahem
(3.15).
Koeficienty odporu a vztlaku jsou pak definova´ny jako komponenty tohoto
vektoru Fprof.
Mu˚zˇeme je rozdeˇlit na cˇa´st indukovanou tlakem a cˇa´st indukovanou vazky´mi
cˇleny :
cD = cD, p + cD, v =
1
C∞
∫
∂ΩW
p n ·ψD dS −
1
C∞
∫
∂ΩW
(T n) ·ψD dS,
cL = cL, p + cL, v =
1
C∞
∫
∂ΩW
p n ·ψL dS −
1
C∞
∫
∂ΩW
(T n) ·ψL dS.
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Vektory ψD a ψL jsou da´ny na´sledovneˇ :
ψD = (cos ϑ, sin ϑ)
T ,
ψL = (− sin ϑ, cos ϑ)
T ,
kde ϑ je u´hel na´beˇhu proudu.
Koeficient momentu cM urcˇ´ıme takto
cM = cM, p + cM, v =
=
1
lref C∞
∫
∂ΩW
(x −x ref) · (p n) dS −
1
lref C∞
∫
∂ΩW
(x −x ref) · (T n) dS,
kde x ref je referencˇn´ı bod, pro jednotkovy´ profil nejcˇasteˇji x ref = (0.25, 0).
5.2 Staciona´rn´ı proudeˇn´ı pode´l profilu NACA-
0012
Uvazˇujeme subsonicke´ lamina´rn´ı proudeˇn´ı pode´l profilu NACA0012 s Machovy´m
cˇ´ıslem M = 0.5, u´hlem na´beˇhu ϑ = 2 ◦ a s r˚uzny´mi Reynoldsovy´mi cˇ´ısly na
vy´pocˇetn´ı oblasti Ω s jednotkovy´m profilem NACA0012.
Uvazˇujeme plyn s Poissonovou konstantou γ = 1.4, meˇrnou tepelnou kapa-
citou cV = 721.428 J kg K
−1, Prandtlovy´m cˇ´ıslem Pr = 0.72 a konstantou (2.11)
a = 7.561 · 10−16 J m−3 K−4.
Dopln´ıme pocˇa´tecˇn´ımi podmı´nkami v bezrozmeˇrne´m tvaru
ρ′0 = 1.0,
v ′0 = (v
′
1, v
′
2) = (0.999390827, 0.034899496),
p′0 = 2.857,
s prˇ´ıslusˇny´mi referencˇn´ımi hodnotami
ρ∗ = 1.5 kg m−3,
p∗ = 101 000 Pa,
U∗ = | v ∗ | = 153.5144 m s−1,
l∗ = 0.1 m.
Pro zobecneˇny´ model plynu s termodynamicky´mi vztahy (3.16) a (3.17) mus´ıme
doplnit bezrozmeˇrne´ konstanty dane´ vztahy (3.10), neboli
A = a
U∗6
ρ∗ C4V
= 2.464618 · 10−14,
K(α) = α ρ∗ 5/3 = α · 1.9655564, α ∈ (0, 1] .
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Obra´zek 5.1: Triangulace vy´pocˇetn´ı oblasti T 1h
5.2.1 Re = 500
Nejprve zvol´ıme Reynoldsovo cˇ´ıslo Re = 500.
Uvazˇujeme triangulaci oblasti Ω ⊂ R2 viz obra´zky (5.1) a (5.2) .
Parametry dane´ triangulace T 1h :
pocˇet element˚u (K ∈ T 1h ) 1360
pocˇet vnitrˇn´ıch hran (Γ ∈ Ω \ ∂Ω) 2005
pocˇet hranicˇn´ıch hran (Γ ∈ ∂Ω) 70.
Pro vy´pocˇet vol´ıme nesymetrickou formu DG FEM, neboli parametr η vol´ıme
jako η = −1, s hodnotou penalizacˇn´ıho parametru σ = 5. De´lku cˇasove´ho kroku
omez´ıme CFL = 0.2.
Parametr α ∈ (0, 1] vol´ıme na za´kladeˇ numericky´ch experiment˚u
α = 0.3.
Vysˇsˇ´ı hodnoty α nesplnˇuj´ı podmı´nku (3.18) rˇesˇitelnosti rce (3.16), pro nizˇsˇ´ı hod-
noty se zobecneˇny´ model bl´ızˇ´ı k modelu idea´ln´ıho plynu.
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Obra´zek 5.2: Triangulace T 1h - prˇibl´ızˇen´ı okol´ı profilu NACA0012
Srovna´me vy´sledky pro idea´ln´ı plyn a zobecneˇny´ model. Na obra´zku (5.3),
resp. (5.4), vid´ıme rozlozˇen´ı Machova cˇ´ısla kolem profilu NACCA0012 pro idea´ln´ı
plyn, resp. pro zobecneˇny´ model plynu se zobecneˇny´mi stavovy´mi rovnicemi. Jde
o stav dosazˇeny´ po 100 000 iterac´ıch programu ADGFEM.
Da´le srovna´me vy´sledky pomoc´ı koeficient˚u odporu, vztlaku a momentu. Na
obra´zc´ıch (5.5), (5.6) a (5.7) vid´ıme porovna´n´ı konvergence dany´ch koeficient˚u,
jejichzˇ prˇiblizˇne´ hodnoty jsou :
idea´ln´ı plyn zobecneˇny´ model
cD 0.171153± 0.000011 0.171136± 0.000010
cL 0.125718± 0.000017 0.124705± 0.000015
cM −0.0015554± 0.0000021 −0.001619± 0.000002 .
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Obra´zek 5.3: Machovo cˇ´ıslo pro idea´ln´ı plyn - Re = 500
-0.4
-0.2
 0
 0.2
 0.4
-0.5  0  0.5  1  1.5
’gnu.01’
Obra´zek 5.4: Machovo cˇ´ıslo pro zobecneˇny´ model - Re = 500
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 0.17
 0.172
 0.174
 0.176
 0.178
 0.18
 0.182
 0.184
 0.186
 10000  20000  30000  40000  50000  60000  70000  80000  90000  100000
’konv_LF.conv’ using 1:8
 0.17
 0.172
 0.174
 0.176
 0.178
 0.18
 0.182
 0.184
 10000  20000  30000  40000  50000  60000  70000  80000  90000  100000
’K_new.conv’ using 1:8
Obra´zek 5.5: Konvergence koeficientu odporu cD pro Re = 500 - idea´ln´ı plyn
(nalevo) a zobecneˇny´ model (napravo)
 0.125
 0.13
 0.135
 0.14
 0.145
 0.15
 0.155
 10000  20000  30000  40000  50000  60000  70000  80000  90000  100000
’konv_LF.conv’ using 1:9
 0.12
 0.125
 0.13
 0.135
 0.14
 0.145
 0.15
 0.155
 10000  20000  30000  40000  50000  60000  70000  80000  90000  100000
’K_new.conv’ using 1:9
Obra´zek 5.6: Konvergence koeficientu vztlaku cL pro Re = 500 - idea´ln´ı plyn
(nalevo) a zobecneˇny´ model (napravo)
-0.002
-0.001
 0
 0.001
 0.002
 0.003
 0.004
 0.005
 0.006
 10000  20000  30000  40000  50000  60000  70000  80000  90000  100000
’konv_LF.conv’ using 1:10
-0.002
-0.001
 0
 0.001
 0.002
 0.003
 0.004
 0.005
 0.006
 10000  20000  30000  40000  50000  60000  70000  80000  90000  100000
’K_new.conv’ using 1:10
Obra´zek 5.7: Konvergence koeficientu momentu cM pro Re = 500 - idea´ln´ı plyn
(nalevo) a zobecneˇny´ model (napravo)
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Obra´zek 5.8: Machovo cˇ´ıslo pro idea´ln´ı plyn - Re = 5 000
5.2.2 Re = 5 000
Da´le vol´ıme Reynoldsovo cˇ´ıslo Re = 5 000. Pro vy´pocˇet vyuzˇijeme tute´zˇ trian-
gulaci T 1h (viz obra´zky (5.1), (5.2)) a nesymetrickou formu DG FEM (tj. s pa-
rametrem η = −1 ) s hodnotou penalizacˇn´ıho parametru σ = 5. De´lku cˇasove´ho
kroku omez´ıme CFL = 0.2.
Parametr α ∈ (0, 1] vol´ıme v tomto prˇ´ıpadeˇ opeˇt s ohledem na podmı´nku
(3.18)
α = 0.3.
Srovna´me vy´sledky dosazˇene´ pro idea´ln´ı plyn a pro zobecneˇny´ model. Na obra´z-
ku (5.8), resp. (5.9), vid´ıme rozlozˇen´ı Machova cˇ´ısla kolem profilu NACCA0012
pro idea´ln´ı plyn, resp. pro zobecneˇny´ model plynu. Jde o stav dosazˇeny´ po 100 000
iterac´ıch programu ADGFEM.
Da´le na obra´zc´ıch (5.10), (5.11) a (5.12) porovna´me konvergenci koeficient˚u
odporu, vztlaku a momentu. Jejich prˇiblizˇne´ hodnoty :
idea´ln´ı plyn zobecneˇny´ model
cD 0.0497666± 0.0000019 0.048760± 0.000029
cL 0.035551± 0.000031 0.03820± 0.00004
cM −0.018963± 0.000009 −0.019182± 0.000013.
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Obra´zek 5.9: Machovo cˇ´ıslo pro zobecneˇny´ model - Re = 5 000
 0.0488
 0.049
 0.0492
 0.0494
 0.0496
 0.0498
 0.05
 0.0502
 0.0504
 0.0506
 0.0508
 10000  20000  30000  40000  50000  60000  70000  80000  90000  100000
’konv_ID.conv’ using 1:8
 0.0478
 0.048
 0.0482
 0.0484
 0.0486
 0.0488
 0.049
 0.0492
 0.0494
 0.0496
 10000  20000  30000  40000  50000  60000  70000  80000  90000  100000
’K_new.conv’ using 1:8
Obra´zek 5.10: Konvergence koeficientu odporu cD pro Re = 5 000 - idea´ln´ı plyn
(nalevo) a zobecneˇny´ model (napravo)
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 0.02
 0.04
 0.06
 0.08
 0.1
 0.12
 0.14
 0.16
 0.18
 10000  20000  30000  40000  50000  60000  70000  80000  90000  100000
’konv_ID.conv’ using 1:9
 0.02
 0.04
 0.06
 0.08
 0.1
 0.12
 0.14
 0.16
 0.18
 10000  20000  30000  40000  50000  60000  70000  80000  90000  100000
’K_new.conv’ using 1:9
Obra´zek 5.11: Konvergence koeficientu vztlaku cL pro Re = 5 000 - idea´ln´ı plyn
(nalevo) a zobecneˇny´ model (napravo)
-0.02
-0.015
-0.01
-0.005
 0
 0.005
 10000  20000  30000  40000  50000  60000  70000  80000  90000  100000
’konv_ID.conv’ using 1:10
-0.025
-0.02
-0.015
-0.01
-0.005
 0
 0.005
 10000  20000  30000  40000  50000  60000  70000  80000  90000  100000
’K_new.conv’ using 1:10
Obra´zek 5.12: Konvergence koeficientu momentu cM pro Re = 5 000 - idea´ln´ı plyn
(nalevo) a zobecneˇny´ model (napravo)
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Obra´zek 5.13: Triangulace vy´pocˇetn´ı oblasti T 2h
5.2.3 Re = 50 000
Da´le uvazˇujeme rea´lneˇjˇs´ı prˇ´ıpad proudeˇn´ı s Reynoldsovou konstantou Re = 50 000.
Vzhledem k vy´pocˇetn´ı na´rocˇnosti explicitn´ı metody vol´ıme hrubsˇ´ı triangluaci T 2h ,
viz obra´zky (5.13) a (5.14).
Parametry dane´ triangulace T 2h :
pocˇet element˚u (K ∈ T 2h ) 718
pocˇet vnitrˇn´ıch hran (Γ ∈ Ω \ ∂Ω) 1051
pocˇet hranicˇn´ıch hran (Γ ∈ ∂Ω) 52.
Pro vy´pocˇet vol´ıme neu´plnou formu DG FEM, neboli parametr η = 0, s hod-
notou penalizacˇn´ıho parametru σ = 5. De´lku cˇasove´ho kroku omez´ıme CFL = 0.2.
Parametr α ∈ (0, 1] vol´ıme na za´kladeˇ numericky´ch experiment˚u jako
α = 0.4.
Srovna´me vy´sledky pro idea´ln´ı plyn a zobecneˇny´ model. Na obra´zku (5.15),
resp. (5.16), vid´ıme rozlozˇen´ı Machova cˇ´ısla kolem profilu NACCA0012 pro idea´ln´ı
plyn, resp. pro plyn se zobecneˇny´mi stavovy´mi rovnicemi. Jde o stav dosazˇeny´ po
100 000 iterac´ıch programu ADGFEM.
Vzhledem k volbeˇ hrube´ s´ıteˇ nedosahuj´ı vy´sledky velke´ prˇesnosti, pro porovna´n´ı
nasˇich model˚u jsou vsˇak dostacˇuj´ıc´ı.
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Obra´zek 5.14: Triangulace T 2h - prˇibl´ızˇen´ı okol´ı profilu NACA0012
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Obra´zek 5.15: Machovo cˇ´ıslo pro idea´ln´ı plyn - Re = 50 000
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Obra´zek 5.16: Machovo cˇ´ıslo pro zobecneˇny´ model - Re = 50 000
Da´le porovna´me konvergenci koeficient˚u odporu, vztalku a momentu. Na obra´z-
c´ıch (5.17), (5.18) a (5.19) vid´ıme jejich srovna´n´ı. Prˇiblizˇne´ hodnoty teˇchto ko-
eficinet˚u jsou :
idea´ln´ı plyn zobecneˇny´ model
cD −0.000344± 0.000003 −0.0003453± 0.0000025
cL 0.25953± 0.00008 0.25948± 0.00008
cM 0.0092549± 0.0000021 0.009239± 0.000002.
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-0.0005
 0
 0.0005
 0.001
 0.0015
 0.002
 0.0025
 10000  20000  30000  40000  50000  60000  70000  80000  90000  100000
’ID.conv’ using 1:8
-0.0005
 0
 0.0005
 0.001
 0.0015
 0.002
 0.0025
 10000  20000  30000  40000  50000  60000  70000  80000  90000  100000
’K_new.conv’ using 1:8
Obra´zek 5.17: Konvergence koeficientu odporu cD pro Re = 50 000 - idea´ln´ı plyn
(nalevo) a zobecneˇny´ model (napravo)
 0.2
 0.21
 0.22
 0.23
 0.24
 0.25
 0.26
 10000  20000  30000  40000  50000  60000  70000  80000  90000  100000
’ID.conv’ using 1:9
 0.2
 0.21
 0.22
 0.23
 0.24
 0.25
 0.26
 10000  20000  30000  40000  50000  60000  70000  80000  90000  100000
’K_new.conv’ using 1:9
Obra´zek 5.18: Konvergence koeficientu vztlaku cL pro Re = 50 000 - idea´ln´ı plyn
(nalevo) a zobecneˇny´ model (napravo)
 0.008
 0.0082
 0.0084
 0.0086
 0.0088
 0.009
 0.0092
 0.0094
 10000  20000  30000  40000  50000  60000  70000  80000  90000  100000
’ID.conv’ using 1:10
 0.008
 0.0082
 0.0084
 0.0086
 0.0088
 0.009
 0.0092
 0.0094
 10000  20000  30000  40000  50000  60000  70000  80000  90000  100000
’K_new.conv’ using 1:10
Obra´zek 5.19: Konvergence koeficientu momentu cM pro Re = 50 000 - idea´ln´ı
plyn (nalevo) a zobecneˇny´ model (napravo)
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Kapitola 6
Za´veˇr
V te´to pra´ci jsme uvazˇovali zobecneˇny´ model plynu (viz Feireisel [1], [2]). Jde
o plyn popsany´ stavovy´mi rovnicemi, ktere´ jsou odvozeny pro jednoatomovy´ plyn
s pomoc´ı Gibbsovy rovnice a doplneˇne´ o radiacˇn´ı cˇleny.
Nejprve bylo trˇeba na za´kladeˇ fyzika´ln´ıch termodynamicky´ch podmı´nek na-
vrhnout konkre´tn´ı tvar teˇchto zobecneˇny´ch vztah˚u.
U´loha proudeˇn´ı je rˇesˇena pomoc´ı nespojite´ Galerkinovy metody. Zobecneˇny´
model vsˇak neumozˇnˇuje semi-implicitn´ı cˇasovou diskretizaci, proto byl zvolen ex-
plicitn´ı prˇ´ıstup, ktery´ vyzˇaduje omezen´ı cˇasove´ho kroku.
Na za´kladeˇ rozd´ıl˚u zobecneˇny´ch stavovy´ch rovnic oproti rovnic´ım idea´ln´ıho
plynu jsme upravili sta´vaj´ıc´ı numericke´ metody a pomoc´ı programu ADGFEM
provedli numericke´ experimenty pro trˇi r˚uzne´ rezˇimy proudeˇn´ı pode´l profilu NA-
CA0012.
Porovna´n´ım izokrˇivek Machova cˇ´ısla a hodnot koeficient˚u vztlaku, odporu a
momentu vid´ıme, zˇe zobecneˇny´ model neprˇina´sˇ´ı oproti standardneˇ uvazˇovane´mu
modelu idea´ln´ıho plynu vy´raznou zmeˇnu numericky´ch vy´sledk˚u.
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